A.P. 
a1 三 a2(modb ) 


A(z) 


expl | 


"8 s 


算术 级 数 a,a + d，,…,a 
+hd = 

al 同 余 于 a2(modulo d), 
BD ai- aa 被 整除 

一 个 数列 中 不 超过 M 
元 素 个 数 ,例如 不 超过 x 
的 亲 和 数 的 个 数 

正常 数 


相 邻 素数 差 EE 

n 的 ( 正 ) 因子 个 数 , 即 
a(n) 

d 整除 n,n 是 d 的 倍数 ， 
存在 一 个 整数 q 使 dg = 
n 


d 不 整除 


自然 对 数 的 底 ， 
2.718281828459045… 
Euler 数 , sec z 的 级 数 展 
开 式 中 的 系数 

指数 函数 


A6,E10,E33 


A3, A4, A12, A15, 
B2,B4,B7,*:* 
B4 ,El1,E2,E4 


Al, A3, A8, A12, 
BA,Bl1,:- 

A8, A10, A11 

B, B2, B8, B12, 
B18, m 

B, B17, B32, B37, 
B44,C20,D2, E16 


B, B2, B25, E14, 
E16,- 

A8, B22, B39, 
D12,- 

BAS 


A12, A19, 
B36, B39, --- 


B4, 


F, 
f(a)~g(x) 


f(x) =0(g(2)) 


f(x)  O(gCx)) 


f(r) = g(2)) 


f) ga) 


Fermat 3027 + 1 
f(z) 
g(x) 
>0) 
f(x) 
g(x) 
0) 


=>] (x47) (fg 


—-+0(r +09) (g > 


(Bl f(z)&gG)) 
存在 一 个 c 使 对 所 有 充 
分 大 的 zx 有 |f(z)|< 
cg(x)(g(x)>0) 


存在 一 个 “>0 使 得 有 
任意 大 的 x 

存在 使 | f(x) 12S 
cg(z)(g(z)>0) 

(Hl f(x) =O(g(z))) 
存在 c, c2 使 对 所 有 充 
分 大 的 工 有 
ag(z)<flr)< 
cog(x)(g(x)>0) 

一 1 的 平方 根 ,i?= 一 1 
工 的 自然 对 数 


A3,A12 


Al, A3, A8, B33, 
B41,C1,C17, D7, 
E2,E30,F26 

Al, A18, A19, B4, 
C6, C9, C11, C16, 
C20, D4, D11, E2, 
E14,F1 
A19,B37,C8,C9, 
C10,C12,C16, 
D4, D12, E4, E8, 
E20, E30, F1, F2, 
F16 

A4, B4, B18, B32, 
B40,C9,C14, 
D11,E28, F4 
D12,F25 


Al, A2, A3, A5, 
AB,A12,' 


(m,n) 


[m,n] 


m Fin 的 最 大 公约 数 g. c. 


d 


f 


m Tn 的 最 大 公约 数 1. c. 


m., 
也 用 来 代表 相连 整数 m,m 


+1,…,n 的 集合 
m 和 nn HX(m,n)71 


Mersenne #3 2” — 1 


n 的 阶乘 ;1 X2xX3X…xn 


0! +1! +2! te #(n- 


1)! 


M n PICK ERR 个 元 
素 的 取 法 数 , 二 项 系数 


n! 


k! (n-k)! 


Legendre( 或 Jacobi) 符 号 


D 整除 ,但 MESE 
第 n 个 素数 ,其 中 pl =2 


p2=3,p3=5,°" 
n 的 最 大 素 因子 
有 理 数 域 


不 超过 的 数 中 必定 包含 一 个 
有 个 项 的 算术 级 数 的 数 的 最 


少 个 数 


n 的 除去 ”以 外 的 所 有 正 因 


m fn 的 最 高 公 因 子 h.c. 


B3,B4,B5,B11,D2 


B35,E2,F14 


B24, B26, B32, C12, 
C16 

A, A4, B3, B4, BS, 
B11,D2 
A3,BI1, B38 

A2, B12, B14, B22, 
B23,B43, = 

BA4 


B31, B33,C10, D3 


Ji, FSCAT, A12, F7) 


B, B8, B37, F16 

A2, AS, A14, A17, 
E30 

B30, B46 

D2,F7 

J E10 


B,B1, B2, BS,BI0, + 


tia 


€ 


^ 
g(s) 


[4 


a(x) 
x(r;a,b) 


I 


子 之 和 ,o(n) 一 n 
s(z) 的 第 上 次 迭代 

如 果 din B(4.2)-1.9 
Kd 为 ”的 一 个 单 因 子 . 
s" (n) ER n BERE n 以 
外 的 所 有 单 因 子 的 和 

集合 SAT Ht 

van der Waerden 数 

x 的 底 , 即 不 大 于 z 的 最 大 
整数 

工 的 项 , 即 不 小 于 z 的 最 小 
整数 

整数 …, -2, 一 1,0,1,2,… 
整数 环 0, 1,2,…，,7 -1 
(modn ) 

Euler 常数 ， 

0. 577215664901532--- 
任意 小 的 正常 数 


p 次 单位 根 
Riemann PX; b> 二 


圆 的 周 长 与 直径 之 比 ; 
3.141592653589793--- 

不 超过 z 的 素数 个 数 

不 超过 z ARS 与 a 同 余 的 
素数 个 数 

乘积 


B,B6,B7 


JL E10 
Al, AS, C7, C12, 
C15，… 


A8, A18, A19, P4, 
B11, = 


A1,A2,A3,A8,A15, 


n 的 所 有 因子 之 和 ; HU 
a(n) 

n 的 所 有 因子 的 & KZA 
oln) HR k 次 迭代 

n 的 所 有 单 因 子 之 和 

求 和 


Eulerg 函数 ;不 超过 n AA 
n HS IESEECHS T C 
9(n) 的 第 次 迭代 

1 的 三 次 复 根 , 即 w=1,0 
#1l,w tw+1=0 

n 的 不 同 素 因子 的 个 数 

n 的 所 有 素 因子 的 个 数 ( 按 
重 数 计算 ) 
猜想 或 假设 的 命题 


B,B2, B5,B8,B9, = 


B,B12, BI3,BlI4 

B9 

B8 

AS, A8, A12, B2, 
B14, + 

B8, B11, B36, B38, 
B39, wee 


Al, A9, B37, C6, 
E10,E28,F2,F18 


引 


长 期 以 来 ,无 论 对 数学 业余 爱好 者 还 是 职业 数学 工作 者 来 说 ， 
数论 比 其 他 任何 数学 分 支 都 更 有 了 吸 引力 . 以 致 现在 它 的 许多 部 分 
都 有 相当 的 技术 性 困难 . 然而 , 仍 有 比 以 前 更 多 的 未 解决 的 问题 ， 
其 中 许多 问题 虽然 不 太 可 能 在 下 一 代 手 中 得 到 解决 ,这 仍 无 法 阻 
止 人 们 去 尝试 . 未 解决 的 问题 是 如 此 之 多 , 连 整 整 一 卷 书 也 装 不 
下 它们 . 现在 的 这 本 书 只 不 过 是 作者 本 人 选 出 的 一 些 范例 . 

数论 中 间 题 的 一 些 可 靠 的 出 处 曾 列 在 本 书 第 一 版 的 引言 中 ， 
其 中 的 一 部 分 重新 列 在 下 面 ,同时 还 列 出 了 一 些 较 新 的 资料 . 

Paul Erdés, Problems and results in combinatorial number theory 
Ill, Springer Lecture Notes in Math., 626 (1977) 
43~72; MR 57 #12442. 

Paul Erdós, A survey of problems in combinatorial number theory, 
in Combinatorial Mathematics, Optimal Designs and 
their Applications (Proc. Symp. Colo. State Univ. 
1978) Ann. Discrete Math. , 6(1980) 89—115. 

Paul Erdós & R. L. Graham, Old and New Problems and Results 
in Combinatorial Number Theory, Monographies de 
l'Enseignement Math. No. 28, Geneva, 1980. 

Paul Erdós, & Andras Sarkézy, Some solved and unsolved problems 
in combinatorial number theory, Math. Slovaca, 28 
(1978) 407—421; MR 801:10001. 

Paul Erdós, Problems and results in number theory, in Halberstam 
& Hooley (eds) Recent Progress in Analytic Number 
Theory, Vol. 1, Academic Press, 1981, 1—13. 

H. Fast & S. Swierczkowski, The New Scottish Book , Wroclaw, 

ew 


m} 


1946 ~ 1958. 

Heini Halberstam, Some unsolved problems in higher arithmetic, in 
Ronald Duncan & Miranda Weston-Smith (eds. ) The 
Encyclopedia of Ignorance, Pergamon, Oxford & 
New York, 1977, 191 ~203. 

Victor Klee & Stan Wagon, Old and New Unsolved Problems in 
Plane Geometry and Number Theory, Math. Assoc. 
Of Amer. Dolciani Math. Expositions, 11(1991). 

Proceedings of Number Theory Conference, Univ. of Colorado, 
Boulder, 1963. 

Report of Institute in the Theory of Numbers, Univ. of Colorado, 
Boulder, 1959. 

Joe Roberts, Lure of the Integers, Math. Assoc. of America, Spec- 
trum Series, 1992. 

Daniel Shanks, Solved and Unsolved Problems in Number Theory , 
Chelsea, New York, 2™ ed. 1978; MR 80e: 10003. 

W. Sierpinski, A selection of Problems in the Theory of Numbers , 
Pergamon, 1964. 

Robert D. Silverman, A perspective on computational number theo- 
ry, in Computers and Mathematics, Notices Amer . 
Math. Soc. , 38(1991) 562—568. 

S. Ulam, A Collection of Mathematical Problems, Interscience, 
New York, 1960. 

在 本 书 中 ,“ 数 ”表示 自然 数 , 即 
2 

而 c 表示 绝对 正常 数 ,每 次 出 现时 不 一 定 都 取 同 样 的 值 . 我 们 利 

FAK. E. Iverson 的 现 已 为 大 家 熟悉 的 符号 * 底 "(LjJ) 和 ”* 顶 ”( 门 ) 

来 分 别 表示 “不 大 于 …… 的 最 大 整数 "和 “不 小 于 …… 的 最 小 整 

BO. 一 个 不 大 熟悉 的 符号 是 用 “m | n” 表 示 “m 与 BR”, BM 

“gcd(m,n)=1”. 


本 书 根据 我 个 人 的 想法 划分 成 6 个 部 分 : 


A 

B 

C. 堆 倒数 论 
D 


E. 整数 序列 
F. 不 在 上 述 各 章 中 的 其 他 问题 . 


Axe X 


可 以 把 正 整数 分 成 三 类 : 

单位 (unit) 1 

素数 (prime) 2,3.5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,-- 

合 数 (composite) 4,6,8,9,10,12,14,15,16,…. 

一 个 大 于 1 的 数 是 素数 ,如 果 它 仅 有 的 正 因子 是 1 和 它 自己 ; 
反之 则 称 它 为 合 数 . 至 少 从 Euclid 开始 ,数学 家 们 就 对 素数 感 兴 
MY. Euclid 曾经 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 . 

用 p, 表示 第 nn 个 素数 ,例如 pi = 2, ps= 3, poo = 523; 用 


x(z) 表 示 不 大 于 x 的 素数 个 数 ,例如 x(2) = 1, (31) = 2， 
x(1000)=168, x (4 X 106) = 1075292778753150. 用 (m,n ) 表 示 
m 入 的 最 大 公 因 子 (gcd), 例 如 (36,66)=6,(14,15)=1， 

(1001,1078)=77. 如 果 (m,n)=1, 就 说 m 和 n HX (coprime), 

WAT m Ln ,例如 182 | 165. 

Dirichlet 定理 告诉 我 们 :只 要 上 2 ,在 任何 算术 级 数 (arith- 
metic progression) 
a,atb,a*2b,a*3b,- 

中 必 有 无 穷 多 个 素数 . 下 文 对 有 关 素数 的 问题 和 进一步 的 参考 资 

料 给 出 了 综述 : 

A. Schinzel & W. Sierpinski, Sur certains hypothéses concernant 
les nombres premiers, Acta Arith. , 4(1958) 185-208; erra- 
tum$(1959) 259; MR 21 #4936; X, 7(1961)1 - 8. 
问题 D27 中 的 表 7 可 以 用 作为 小 于 1000 的 素数 表 ; 表 中 写 

有 数字 1,3,5,7 对 应 的 数 都 是 素数 ,而 1,3,5,7 指 的 是 该 素数 模 

8 所 在 的 剩余 类 ( 见 A4) . 


多 年 来 ,确定 一 个 大 数 是 素数 还 是 合 数 ,而 在 它 为 合 数 时 确定 
它 的 因子 这 样 一 个 一 般 性 的 问题 一 直 吸 引 着 数论 学 者 . 随 着 高 速 
计算 机 的 出 现 ,问题 取得 了 相当 大 的 进展 . 近来 还 由 于 它 对 密码 
分 析 学 的 应 用 ,对 这 一 问题 的 研究 又 提供 了 新 的 动力 . 其 他 一 些 
文献 放 在 问题 A3 之 后 及 本 书 第 一 版 中 . 
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434(1990) 355-371; MR 91i:11182. 
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R. Solovay & V. Strassen, A fast Monte-Carlo test for primality, SIAM J. Com- 
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Al. 取 素 数值 的 二 次 函数 


有 无 穷 多 个 形 如 az + !1 的 素数 吗 ? 可 能 如 此 . 事实 上 Hardy 
和 Littlewood( 在 他 们 的 猜想 下 中 ) 曾 猜想 :小 于 ”的 这 种 素数 的 
T PO ) 渐 近 地 等 于 cvz Ann, 
é P(n)—cdnAZnn ? 
B] P(n) 5 n Ann ff EGY n> Ont c. 常数 c 等 于 
-1 
c= [Ihi te) = JI n -cp* 27 | 1.3727, 


= 


Jet (5. M Legendre 符号 ( 见 FS) ,该 乘积 取 过 所 有 奇 素数 . 对 
于 用 更 为 一 般 的 二 次 多 项 式 表示 的 素数 之 个 数 这 一 问题 ,他 们 做 
出 了 类 似 的 猜想 ,仅仅 常数 c 的 值 有 所 不 同 . 但 是 我 们 尚 不 知道 
有 哪 一 个 高 于 一 次 的 多 项 式 已 被 证 明 能 取 到 无 穷 多 个 素数 值 . 是 
否 对 每 个 b>0, 都 有 一 个 形 如 a? + b 的 素数 呢 ? Sierpiński 曾经 
证 明了 :对 每 个 ,存在 一 个 5, 使 得 有 多 于 个 形 如 a?+6 的 素 
数 . 

Iwaniec 证 明了 存在 无 穷 多 个 ,使 n?+1 是 至 多 两 个 素数 之 
TA. 他 的 结果 可 以 推广 到 其 他 二 次 不 可 约 多 项 式 上 去 . 

WR P(n) 表 示 n 的 最 大 素 因子 ,Maurice Mignotte 证 明了 当 
a2:240 时 有 P(a? - 1)217. 注意 到 有 239?+1=2X134( 这 是 数 
239 的 又 一 个 性 质 ). 50 年 来 人 们 就 已 经 知道 P(a?+1) 一 (a 一 

Ulam 和 其 他 人 注意 到 , 当 数列 写成 “方形 螺 线 "时 ,似乎 在 与 
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RM ERC KBAR LI BR LBA IH UR 
例如 ,图 1 的 主 对 角 线 就 对 应 Euler 著名 的 公式 n? +n +41. 


421 420 419 418 417 416 415 414 413 412 411 410 409 408 407 406 405 404 403 402 
422 347 346 345 344 343 342 341 340 339 338 337 336 335 334 333 332 331 330 401 
423 348 281 280 279 278 277 276 275 274 273 272 271 270 269 268 267 266 329 400 
424 349 282 223 222 221 220 219 218 217 216 215 214 213 212 211 210 265 328 399 
425 350 283 224 173 172 171 170 169 168 167 166 165 164 163 162 209 264 327 398 
426 351 284 225 174 131 130 129 128 127 126 125 124 123 122 161 208 263 326 397 
427 352 285 226 175 132 97 96 95 94 93 92 91 90 121 160 207 262 325 396 
428 353 286 227176 133 98 71 70 69 68 67 66 89 120 159 206 261 324 395 
429 354 287 228 177 134 99 72 53 52 51 50 65 88 119 158 205 260 323 394 
430 355 288229178 135 100 73 54 43 42 49 64 87 118157 204 259 322 393 
431356 289 230179 136 101 74 55 44 41 48 63 86 117 156 203 258 321 392 
432 357 290 231180137 102 75 56 45 46 47 62 85 116 155 202257 320 391 
433358 291 232181138 103 76 57 58 59 60 61 84 115 154 201256 319 390 
434 359 292 233 182 139 104 77 78 79 80 81 82 83 114 153 200 255 318 389 
435 360 293 234 183 140 105 106 107 108 109 110 111 112 113 152 199 254 317 388 
436 361 294 235 184 141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 198 253 616 387 
437 362 295 236 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 252 315 386 
438 363 296 237 238 239 240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250251 314 385 
439 364 297 298 299 300 301 302 303 304 305 306 307 308 309 310 311 312 313 384 
440 365 366 367 368 369 370 371 372 373 374 375 376 377 378 379 380 381 382 383 


图 1 素数 (用 黑体 表示 者 ) 构 成 对 角 图 案 
有 一 些 次 数 大 于 1 的 (多 项 式 ) 表 示 素 数 的 结果 ,它们 起 源 于 
Pyateckii-Sapiro. 他 证 明了 :如 果 <<, BA 那么 在 范围 1<n<z 


中 形 如 L nj 的 素数 个 数 等 于 
(1+ 0(1))zA1 + c)lnz. 


其 中 的 数 攻 4 先后 被 Kolesnik, Graham 和 Leitmann, Heath-Brown, 


Kolesnik 以 及 刘 弘 泉 (Liu Hong-Quan) 和 Rivat 相继 改进 为 人 0， 


69 755 394,15 
62'662'34 
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Daniel Shanks, On the conjecture of Hardy and Littlewood concerning the num- 
ber of primes of the form n? +a, Math. Comput., 14(1960) 321-332. 

W. Sierpiński, Les binómes x? + n et les nombres premiers, Bull. Soc. Roy. Sci. 
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A2. 与 阶乘 有 关 的 素数 


是 否 有 无 穷 多 个 形 如 nt EY 的 素数 ? 或 无 穷 多 个 形 如 
X,=1+ IE : 
的 素数 ? 或 无 穷 多 个 形 如 X, - 2 的 素数 ? Buhler, Crandall 和 
Penk 证 明了 : 当 n =1,2,3,11, 27,37, 41, 73, 77,116, 154, 320, 


340,399,427 时 n! +1 是 素数 ;对 n<546, 005 n=3,4,6,7,12, 
+135 


14, 30,32,33,38,94, 166,324,379,469 时 n! -1 才 是 素数 ;对 py 
«3088, 1L py =2,3,5,7,11,31,379, 1019, 1021 2657 时 X, 7 
是 素数 ; 当 p, =3,5,11,13,41,89, 317,337,991, 1873, 2053 时 X, 
-2 是 素数 ;而 当 p, = 2377 时 X, ~2 有 可 能 是 素数 (尚未 对 此 作 
出 检验 ). Harvey Dubner 发 现 8721+1 和 1477! + 1 是 素数 ,而 对 
pr = 3229,4547, 4787, X, 是 素数 . 又 对 p, = 11549 和 13649, X, 
仍 为 素数 . 

令 q, 表示 大 于 X, 的 最 小 素数 . R. F. Fortune 曾 猜 想 , 对 所 
有 ,gt 一 Xe +1, 都 是 素数 (这 样 的 素数 称 为 吉祥 素数 , 见 下 文 
— VERE). 显然 , 它 不 能 被 前 & 个 素数 整除 , Selfridge 注意 到 : 
这 一 猜想 的 正确 性 可 以 从 Schinzel 关于 Cramér 猜想 的 一 种 表述 
推导 出 来 . Cramér 猜想 是 说 ,对 工 >8, 在 zx 和 z+(lnz)2 之 间 总 
有 一 个 素数 . 基于 如 下 的 假设 :所 涉及 的 很 大 的 可 能 是 素数 的 数 
缘 为 真正 的 素数 ,Stan Wagon 计算 出 了 前 100 个 吉祥 素数 : 


3 5 7 13 23 17 19 23 37 61 67 61 71 47 107 59 61 109 89 103 
79 151197 101 103 233 223 127 223 191 163 229 643 239 157 167 439 239 199 191 
199 383 233 751 313 773 607 313 383 293 443 331 283 277 271 401 307 331 379 491 
331 311 397 331 353 419 421 883 547 1381457 457 373 421 4091061523 499 619 727 
457 509 439 911 461 823 613 617 1021 523 941 653 601 877 607 631 733 757 877 641 


这 一 问题 的 答案 也 许 是 肯定 的 ,但 是 在 可 以 看 得 见 的 未 来 ,无 论 是 
用 计算 机 还 是 解析 工具 ,都 不 大 可 能 解决 这 些 猜想 . Schinzel 猜想 
归 因 于 Cramér, 而 Cramer 猜测 有 ( 见 A8 的 参考 文献 ) 


é lim sup ae 
Schinzel 注意 到 :即使 对 充分 大 的 2, PARSER BAS zx 与 
ZX+(Inz)? 之 间 必 有 素数 存在 .更 有 希望 成 立 但 仍 难以 证 明 的 是 
下 述 的 Erdós 和 Stewart 的 猜想 :使 得 
nl +1= fias Pan < p 
成 立 的 仅 有 的 情形 是 1! +1=2,2! +1=3,3! +1=7,4! +1 


.14 ， 


=9,5! +1= 11 吗 (注意 在 这 五 种 情形 有 (a,p) = (1,0),(1， 
0),(0,1),(2,0) 和 (0,2))? 

Erdós 又 问 道 :是 否 存 在 无 穷 多 个 素数 p ,使 对 满足 1<k! < 
记 的 每 个 &,p 一 k! BAAR? 例如 p=101 和 p=211. 他 认为 
也 许 求解 下 列 问题 会 更 容易 一 些 :存在 无 穷 多 个 整数 nU! <n 
委 (L+1)1), 它 们 的 素 因子 均 大 于 !, 且 所 有 的 数 n-k! ASRS 
DEA SG 
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A3. Mersenne 素数 ,循环 整数 ,Fermat 数 ， 
形 如 "2"+2 的 素数 


特殊 形状 的 素数 有 永恒 的 兴趣 ,特别 是 Mersenne 素数 
(Mersenne prime)2? — 1. 这 里 p 必须 是 素数 ,但 这 并 不 是 使 2? — 
1 为 素数 的 充分 条 件 ! 例如 2 一 1=2047=23*89. 它们 与 完全 数 
有 关 ( 见 B1). 

强 有 力 的 Lucas-Lehmer 判别 法 以 及 不 断 升级 换代 的 计算 机 
和 使 用 计算 机 的 更 加 成 熟 的 技术 ,使 形 如 2? — 1 的 素数 表 不断 扩 
大 : 


.15. 


2,3,5,7,13,17,19,31,61,89, 107,127,521 ,607, 1279 ,2203 
2281,3217,4253,4423,9689,9941,11213,19937,21701 , 
23209 ,44497 ,86243 , 110503 , 132049 ,216091 ,756839,859433, ,… 

Mersenne RAJAA SERE TRAY, (FUEL üE BH A1 A i 
超出 了 我 们 的 能 力 . 设 M(xz) 表 示 满 足 pcr HE 2^ - 1 为 素数 
的 素数 p 的 个 数 . 试 对 M(z) 给 出 令 人 信服 的 探索 讨论 . Gillies 
曾 设想 有 M(x)~clnr. H. W. Lenstra, Pomerance 和 Wagstaff 
都 相信 这 是 对 的 ,实际 上 他 们 猜想 有 

à M(x) ~ elogr ? 
这 里 的 log 以 2 为 底 . . 

已 知 最 大 的 素数 通常 是 Mersenne 素数 ,但 有 一 个 时 期 最 大 素 

数 的 记录 是 

391581 . 27113 - 1, 
它 是 在 1992 年 3 月 晚 些 时 候 由 J. Brown, L. C. Noll, B. 
Parady, G. Smith, J. Smith 和 S. Zarantonello 等 人 发 现 的 . 这 一 
记录 被 上 述 Mersenne 素数 表 中 倒数 第 二 个 数 所 打破 ,该 数 是 由 
Slowinski 和 Gage 发 现 的 . 

D. H. Lehmer $ S1 = 4, Sp+1 = $2 - 2. 52^ 一 1 是 一 个 
Mersenne 素数 ,他 注意 到 有 S, .,—2(^* Pak — 2°*D2( mod2? — 
1). 问题 是 哪 一 个 同 余 式 为 真 ? 

Selfridge 猜想 , 若 n 是 一 个 形 如 2^ + 1 9x 27^ +3 的 素数 , 则 
2" -1 和 (2"+1)73 或 者 同 为 素数 ,或 者 同 为 合 数 . 此 外 , 若 两 数 
同 为 素数 , 则 n 必 为 所 给 形状 之 一 . 这 是 否 就 是 所 谓 “ 强 小 数 法 
则 ”的 一 个 例子 呢 ? Dickson 在 其 所 著 数 论 史 ( Histry of the Theory 
of Numbers ) 第 一 卷 p. 28 上 说 道 : 

在 给 Tannery 的 一 封 信 中 (WIntermédiaire des 

math. , 2(1895) 317)Lucas 说 ,Mersenne(1644,1647) 给 

出 2? -1 为 素数 的 一 个 充分 必要 条 件 是 :p 是 形 如 2?" + 

1,22"+3 或 2 1 一 1 的 素数 之 一 . Tannery 相信 这 个 定 

理 是 经 验 之 作 , 它 属于 Frenicle, 而 不 属于 Fermat. 
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WR p 是 素数 ,2? -1 是 否 永 远 是 无 平方 因子 (squarefree) 的 
呢 ( 它 是 否 永远 不 含 重 因子 呢 )? 这 看 来 又 是 一 个 无 法 回答 的 问 
题 . 比较 保险 的 是 猜想 它 的 答案 是 否定 的 . 如 果 运 气 好 的 话 , 有 
可 能 通过 计算 机 获得 解答 . 正如 D. H. Lehmer 就 各 种 因子 分 解 
方法 说 过 的 那样 “运气 就 是 捷径 .“Selfridge 把 计算 上 的 困难 加 
以 合理 的 考虑 ,提出 了 下 面 的 问题 :再 求 出 50 个 像 1093 和 3511 
那样 的 数 (Fermat 定理 告诉 我 们 ,如 果 p 是 素数 ,那么 p 整除 22 
-2; 而 数 1093 和 3511 是 小 于 6:10? 的 所 有 数 中 使 p 整除 22 一 2 
的 仅 有 的 素数 ). 目前 还 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 加 
整除 2^ -2. 甚至 也 不 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 素数 户 ,使 p? 不 整 
除 22- 2, 尽 管 这 一 结论 可 以 从 强 有 力 的 ABC 猜想 推出 ( 见 B17). 

所 谓 的 循环 整数 (repunit), 即 (10* — 1)/9, 4 p =2,19,23, 
317,1031 时 为 素数 . 不 等 于 1 的 循环 整数 已 知 从 不 为 平方 数 . 
Rotkiewicz 指出 , 除 1 以 外 的 循环 整数 都 不 是 立方 数 . 它们 何 时 为 
无 平方 因子 数 呢 ? BAH 3,487 和 56598313 是 小 于 232 的 数 中 仅 有 
的 使 p? 整除 10^ — 10 的 素数 . Peter Montgomery 对 a « 100 和 
p«2? 91h T FUE ll p? 整除 op 一 1 成 立 的 情形 . 

Selfridge 问 道 ,序列 (用 十 进 制 记号 ) 
1,12,123,1234,12345,123456, 1234567 , 12345678 , 123456789, 
12345678910 , 1234567891011 , 123456789101112, --- 

中 是 否 包含 无 穷 多 个 素数 ”在 其 他 进位 制 下 也 可 以 问 同样 的 问 
题 . 例如 

12345610111213; = 13187066607710 
是 一 个 素数 . 

Wagstaff 注意 到 ,在 小 于 180 的 所 有 数 中 , 仅 有 的 使 (p? 一 1)/ 
(一 1) 为 素数 的 素数 是 p=2,3,7,19,31; 使 (pz? +1)Ap+1) 为 
素数 的 素数 是 p =3,5,17,157. 

人 们 对 Fermat 数 (Fermat number) F,, = 22 +1 也 有 持续 不 断 
的 兴趣 . 当 0 委 z 委 4 时 它 是 素数 ,而 对 S<n<21 以 及 许多 很 大 
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i) n, CREAS. Hardy 和 Wright 给 出 一 个 富有 启发 性 的 合理 
的 讨论 ,认为 只 有 有 限 多 个 Fermat 数 是 素数 . Selfridge 则 进一步 
支持 如 下 的 猜想 :所 有 其 余 的 Fermat 数 都 是 合 数 . 

人 们 猜想 Fermat 数 都 是 无 平方 因子 数 . Gostin 和 Mclaughlin 
曾经 验证 ,在 当时 已 知 为 合 数 的 71 个 Fermat 数 中 (对 m = 3310， 
4724 和 6537, Fw 的 因子 未 如 此 予以 检验 ) ,已 知 的 85 个 因子 中 有 
82 个 因子 均 不 重复 . Wilfrid Keller 和 Hiromi Suyama 发 现 了 Fer- 


mat 数 的 一 些 新 因子 . 227 + 1 的 形 如 "2” +1 的 88 个 素 因 子 列 
TE" Cunningham 计划 ”的 引言 中 的 p. lx 中 ( 见 下 面 所 列 出 的 Brill- 
hart 等 人 的 文献 ). 在 该 书 第 二 版 中 ,该 数 扩 大 到 114 个 ,在 本 书 
写作 时 ,至 少 已 知 有 150 个 这 样 的 数 . Lenstra, Lenstra, Manasse 
和 Pollard 已 经 完全 分 解 了 第 九 个 Fermat 数 ,而 R. P. Brent 则 完 
全 分 解 了 第 十 一 个 Fermat 数 . 对 大 数 分 解 有 兴趣 的 读者 可 与 
Samuel S. Wagstaff KA. 

由 于 数学 家 对 形 如 "2” +1 的 数 是 Fermat 数 的 潜在 因子 这 
一 特殊 兴趣 ,又 因为 它们 的 素性 判别 较为 容易 ,所 以 这 样 的 数 (至 
少 对 较 小 的 &) 受 到 特别 的 注意 . 例如 , Harvey Dubner 和 Wilfrid 
Keller 就 发 现 了 很 大 的 素数 ,1984 年 由 Keller 发 现 的 非 Fermat XX 
数 的 记录 是 (k,n)=(5,23473). 他 的 另 一 个 发 现 是 (k,n)= 
(289, 16502) ,这 个 数 的 奇妙 之 处 是 , 它 可 以 写成 (18496 ,18496 ) , 
这 是 一 个 Cullen 素数 (B20) , x6 8T ELSE (17-2991)? + 工 ,这 是 一 
个 形 如 a? +1 的 素数 (Al). 

如 我 们 提 到 的 ,该 记录 曾 被 一 个 形 如 &"2” -1 的 素数 (k,n) 
二 (391581,216193) 所 打破 ,也 见 B21. 

Hugh Williams 发 现 ,对 r=3,5,7,11 及 所 有 n<500, (7 一 1) 
"一 1 BARR: 

r=3 n=1,2,3,7,8,12,20,23,27,35,56,62,68, 131,222, 

384 , 387 
r=5 n=1,3,9,13,15,25,39,69, 165,171,209 ,339 
r=7 n=1,2,7,18,55,69,87,119,141, 189,249,354 
<18- 


r=11 n=1,3,37,119,255,355,371,497 
我 们 不 大 可 能 肯定 Fibonacci FFF! ( Fibonacci sequence) 
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,.…, 
GEP uy = wz=1, w+1= Un + us-1) 包 含 无 穷 多 个 素数 (Hugh 
Williams 发 现 Fibonacci 数 uz2971 是 一 个 大 素数 ). 类 似 地 ,对 与 之 
有 关 的 Lucas 序列 (Lucas sequence) 
1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,843,1364,.…, 
和 大 多 数 由 二 阶 递 推 公式 定义 的 其 他 的 Lucas-Lehmer 序列 (其 中 
ui wz) 也 有 同样 的 问题 . 然而 ,Graham 证 明了 ,与 
ug = 1786 772701 928802 632268 715130 455793 
uy = 1059 683225 053915 111058 165141 686995 
对 应 的 序列 中 根本 就 没有 素数 ! Knuth 注意 到 ,Graham 的 数 还 可 
以 取 为 
uo = 331 635635 998274 737472 200656 430763 
u, = 1510 028911 088401 971189 590305 498785; 
他 还 给 出 了 一 个 更 小 的 例子 
u, = 49463 435743 205655, uz = 62638 280004 239857. 
Raphael Robinson 考虑 了 Lucas 序列 (有 时 称 为 Pell 序列 (Pell 
sequence) ) 
uo = 0, ul= 1, Un+l = 2u, + usa, 
并 由 
Un = I 


din 
定义 了 本 原 部 分 (primitive part)L 他 注意 到 L; = 13?, Ls = 
317. 他 问 :是 否 有 大 的 n EL, 为 平方 数 ? 
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A4. 素数 竞赛 


一 个 数 a 说 成 是 模 (modulo) 一 个 正 数 b Hc FAA (congruent) 
GEX a=cmodb), MR b 是 a — c 的 因子 . S.Chowla 曾 猜想 ,如 
果 a 上 5, 则 存在 无 穷 多 对 相 邻 素数 使 p, =p, +1=amodb. b=4, 
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a=1 的 情形 可 从 Littlewood 的 一 个 定理 得 出 . 在 此 情形 ,还 给 出 
了 这 种 相 邻 素数 的 范围 . 而 56=4,a =3 的 情形 则 由 Knapowski 和 
Turan 给 出 证 明 . Turan 注意 到 ,发 现 长 的 模 4 余 1 的 素数 序列 是 
有 意义 的 (例如 与 Riemann 猜想 有 关 ). Den Haan 发 现 了 9 个 素 
数 
11593,11597,11617,11621,11633,11657,11677,11681,11689. 

有 4 个 由 10 个 这 样 的 素数 组 成 的 序列 分 别 终止 于 373777, 
495461,509521 和 612217 ,一 个 由 11 个 这 样 的 素数 组 成 的 序列 终 
止 于 766373. Stephane Vandemergel 发 现 了 不 少 于 16 个 形 如 4k 
+ 1 的 相 邻 素数 ,它们 是 207622000+ 273,297,301,313,321,381， 
409,417,421,489,501,517,537,549,553,561. 

134-8 4 余 3 的 相 邻 素数 是 241000 + 603, 639,643, 651, 
663, 667679 687,691,711, 727,739,771. 

若 p(5,a) 记 算术 级 数 a + nb 中 的 最 小 素数 ,其 中 alo, 
Linnik 证 明了 :存在 一 个 常数 工 (现在 称 为 Linnik 常数 (Linnik 
constant) ) ,使 得 有 p(b,a)« b^. 潘 承 洞 (Pan Cheng-dong) , 陈 景 
W (Chen Jing-run) ,Matti Jutila, 陈 景 润 ,Matti Jutila, S. Graham, f 
景 润 ,陈景润 和 刘 建 民 (Liu Jian-Min) ,以 及 王 炜 (Wang Wei) 相 继 
1E L 的 值 改 进 为 5448,777,550,168,80,36,17,13.5 和 8. 最 近 
Heath-Brown 又 得 到 惊人 的 结果 L<S.5. 

Elliott 和 Halberstam 证 明了 几乎 总 有 

p(b,a) < p(b)lUnb)™*?. 
在 其 他 方向 上 已 知 ( 见 Prachar,Schinzel 和 Pomerance 的 论文 ) :给 
Ea ,存在 无 穷 多 个 b 的 值 使 
p(b,a) > cb|nbInin6bInininind : 


(Inning )? 
这 里 c 为 一 个 绝对 常数 . 
Turan 对 素数 竞赛 (prime number race) 特 别 有 兴 趣 . S x(n; 
a,b) RANA p<n, p=amodb 的 素数 p 的 个 数 . 对 每 个 适合 
alb 的 a 和 2, 是 否 存在 无 穷 多 个 ,使 得 对 每 个 适合 a F 
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amodb Wa, 都 有 

m(n3a,6) > x(n3a1,6)? 
Knapowski 和 Turan 解决 了 一 些 特 殊 的 情形 ,但 一 般 情形 的 问题 
仍 未 获得 解决 . 

Chebyshev 13€ 8l, XA NÉS n A x(n31,3)<2(n32,3)R 
z(n;l,4)&in(ni3,4). Leech, LA & Shanks 和 Wrench 相互 独立 
地 发 现 :对 n = 26861, 第 二 个 不 等 式 取 相反 的 不 等 号 ; 而 Bays 和 
Hudson 则 发 现 :对 位 于 n = 608981813029 和 n = 610968213796 
之 间 的 多 于 1 亿 5 千 万 个 整数 ”中 的 每 一 个 来 说 ,第 一 个 不 等 式 
都 取 相反 的 不 等 号 . 
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AS. 素数 组 成 的 算术 级 数 


一 个 仅 由 素数 组 成 的 算术 级 数 可 以 有 多 长 呢 ? 表 1 给 出 了 由 
James Fry, V. A. Golubev, Andrew Moran, Paul Pritchard, S. 
C. Root, W. N. Seredinskii, S. Weintraub 和 Jeff Young 所 发 现 
的 由 个 素数 组 成 的 算术 级 数 e ,a + d,…,a+(n 一 1)d( 有 关 早 
期 的 较 小 的 发 现 ,请 见 本 书 第 一 版 ). 当然 ,公差 必须 以 每 个 素数 
pn 作为 自己 的 因子 (除非 n= a). 猜想 ”可 以 任意 大 . 如 果 能 
够 改进 Szemerédi 定理 的 话 ( 见 E10) ,这 一 猜想 就 可 得 证 . 


«24 - 


20 
20 
20 
21 


更 为 一 般 地 Erdos 4848 WMR ai 为 任 一 个 使 级 数 117a; 发 
散 的 无 穷 整数 序列 , 则 该 序列 中 必 包 含 任意 长 的 算术 级 数 . 他 悬 
赏 3000 美元 给 证 明 或 推翻 这 一 猜想 的 人 . 


d 
30030 
510510 
2462460 
9699690 
223092870 
87297210 
717777060 
4180566390 
13608665070 
2007835830 
7643355720 
18846497670 


1140004565700 


19855265430 


1419763024680 


Rl 由 素数 组 成 的 长 算术 级 数 


a 
23143 

766439 
46883579 
53297929 
2236133941 
3430751869 
4808316343 
8297644387 
244290205469 
803467381001 
1140997291211 
214861583621 
1845449006227 
24845147147111 
142072321123 


a*(n-Ud 
353473 

6892559 
78895559 
198793279 
5582526991 
4827507229 
17010526363 
83547839407 
489246176729 
841616261771 
1286221049891 
572945039351 
23505535754527 
25222397190281 
28537332814723 


source 
G,1958 
S,1965 


F,1987-03 
F,1987-03 
F,1987-03 

Y&F, 1987-09-01 
M&P, 1990 

M&P, 1990-11 
M&P, 1990-11-30-11 


Sierpinski 定义 g(z) 为 不 大 于 z 的 素数 组 成 的 算术 级 数 的 
最 大 项 数 . 则 使 g(xz) 取 值 为 


的 对 应 的 最 小 的 x 和 Z(z) 是 
L(x) = 123723 29 157 1307 1669 1879 2089 …. 

Ginter Loh 找到 过 首 项 为 q 长度 也 为 q 的 由 素数 组 成 的 算 
术 级 数 ,例如 他 给 出 (gq, d)= (7, 150), (11, 1536160080 ) 和 
(13,9918821194590). 
Pomerance 通过 对 点 (2 , p, ) 描 图 得 到 了 “素数 图 ”, 他 证 明了 
对 每 个 & 可 以 找到 个 素数 ,使 它们 对 应 的 点 共 线 . 

Grosswald 指出 ,在 如 下 的 含义 下 ,存在 仅 由 殖 素 数 (almost 


g(z) =012345678910-- 
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prime) 组 成 的 长 算术 级 数 : 有 无 穷 多 个 由 个 项 组 成 的 算术 级 数 ， 
它 的 每 一 项 都 是 至 多 > 个 素数 的 乘积 ,这 里 

r <Lklnk + 0.892k +1]. 
他 还 指出 ,对 由 素数 组 成 的 有 3 项 的 算术 级 数 来 说 , Hardy-Little- 
wood 估计 式 的 阶 是 正确 的 . 
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A6. 算术 级 数 中 的 相 邻 素数 


有 人 甚至 猜测 :有 任意 长 的 由 相 邻 素 数组 成 的 算术 级 数 , 如 

251,257,263,269 和 1741,1747,1753,1759. 
Jones, Lal 和 Blundon 发 现 了 由 5 个 相 邻 素数 组 成 的 序列 10° + 
24493 + 30k (O<RX<4); RA Lander 和 Parkin 找到 了 由 6 个 这 样 
的 素数 组 成 的 序列 121174811 + 30k (0< <5). 他 们 还 证 明了 ， 
9843019 + 30k (0C. <4) fe Hi 5 个 相 邻 素数 组 成 的 最 小 的 级 数 ， 
在 小 于 3-108 的 数 中 还 有 另外 25 个 这 样 的 级 数 ,但 是 没有 其 他 长 
度 为 6 的 级 数 了 . 

还 不 知道 在 算术 级 数 中 是 否 存在 无 穷 多 组 由 3 个 相 邻 素数 组 
成 的 集合 ,而 S. Chowla 在 取消 了 对 相 邻 素数 的 限制 后 证 明了 这 
一 结论 . 

Hardy Nelson 发 现 了 一 个 3x3 魔方 , 它 的 9 个 元 素 是 相 邻 的 
素数 ,为 此 他 得 到 了 Martin Gardner 为 第 一 个 解决 此 问题 者 提供 
的 100 美元 奖金 . 当然 ,这 些 数 不 在 一 个 算术 级 数 中 . 中 间 的 那个 
素数 是 1480028171 ,其余 的 数 是 这 个 数 土 12, +18, +30, +42. 他 
还 发 现 了 另外 20 多 个 这 样 的 魔方 . 
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A7. Cunningham 链 


证 明 p 是 素数 的 一 个 常用 方法 涉及 到 p -1 的 因子 分 解 . 若 
p-1=2q, 88 g 也 是 一 个 素数 ,问题 中 的 数 的 大 小 就 缩小 了 两 
fi. 因此 关注 由 每 个 数 比 它 前 一 个 数 的 两 倍 还 大 一 的 素数 组 成 的 
Cunningham $£ ( Cunningham chain) 是 有 意义 的 . D. H. Lehmer 
发 现 , 恰 有 3 个 这 样 的 由 7 个 素数 组 成 的 链 ,每 个 链 中 最 小 的 数 小 
于 10’: 

1122659,2245319,4490639,8981279,17962559,35925119,71850239 

2164229,4328459,8656919, 17313839, 34627679 ,69255359,138510719 

2329469 , 4658939 , 9317879 , 18635759 ,37271519 ,74543039, 149086079, 
另外 有 两 个 链 ,其 中 最 小 的 数 分 别 是 10257809 和 10309889. p+ 
1 的 分 解 也 可 被 用 来 证 明 p 是 素数 . Lehmer 基于 p+1=2¢ 发 现 
了 7 个 长 为 7 的 链 , 头 3 个 链 中 最 小 的 数 分 别 为 16651,67651 和 
165901. 但 其 中 的 第 二 个 链 必须 除去 , 因为 它 的 第 五 个 数 是 
1082401 =601 X 1801( 奇 怪 的 是 , 它 是 25 - 1 的 一 个 因子 ). 

Lalout 和 Meeus 对 每 一 种 情形 都 发 现 了 长 为 8 的 Cunning- 
ham 链 ,它们 分 别 从 19099919 和 15514861 开始 ,而 且 是 该 长 度 的 
链 中 最 小 的 . Günter Loh 发 现 了 许多 新 的 链 :最 小 的 长 为 9 的 链 ， 
它们 从 85864769 和 857095381 F fà; 长 为 10 WH, 它们 从 
26089808579 和 205528443121 开始 ; 长 为 11 的 链 , 它们 从 
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665043081119 和 1389122693971 开始 ; 长 为 12 WH, 它们 从 
554688278429 和 216857744866621 开始 ; 以 及 一 个 长 为 13 的 第 
二 类 链 , 它 从 758083947856951 开始 . 对 于 长 度 分 别 为 6,7,8,9， 
10 ,起 始 数 小 于 102 的 第 一 种 链 的 统计 表明 , 它们 相应 的 频数 为 
19991,2359,257,21 和 2. 
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AS. 素数 间隙 , 挛 生 素数 


关于 相 邻 素数 的 间隙 有 许多 问题 . 记 d, = prsi Pr W 
d,-1,ilj rj XC fb d, 皆 为 偶数 . d, 能 有 多 大 和 多 小 呢 ? 
Rankin 证 明了 ,对 无 穷 多 个 有 


cInnininnininininz 


(inlnlnz )? 

Erdós 悬赏 5000 美元 给 证 明 或 推翻 下 述 结论 的 人 :常数 c 可 
取 任 意 大 . Rankin 得 到 的 最 好 的 值 是 c = ex, 这 里 y 是 Euler 常 
数 ;Maier 和 Pomerance 将 此 改进 为 乘 上 一 个 因子 As*1.31256, 它 
是 方程 4 和-e I —3 的 根 ;Pintz 对 此 作 了 进一步 的 改进 . 

一 个 非常 著名 的 猜想 是 挛 生 素数 猜想 , 即 无 穷 多 次 有 d, - 2. 
ME n 6,41€ n 和 2n 之 间 是 否 必 存 在 杰 生 素数 ? Hardy 和 Lit- 
tlewood 的 猜想 BOR Al) 是 说 , Pi(n)( 定 义 为 小 于 n 且 相 差 为 一 
个 偶数 的 素数 对 的 个 数 ) 渐 近 地 由 下 述 公式 给 出 : 


2 p-1 
Pin) ~ e L 


d, > 
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其 中 的 乘积 取 过 & 的 所 有 奇 素 因子 ( 当 & 是 2 HEM. k HRA 
子 集 为 空 集 , 此 时 取 该 乘积 的 值 为 1); 而 c = [EO - 1X - 
1)?), 此 乘积 取 过 所 有 奇 素数 ,因此 有 2c~1. 32032. 若 xiz(z) 
表示 使 得 p+2 有 至 多 2 个 素 因子 的 素数 p 的 个 数 , 则 Fouvry 和 
Grupp 证 明了 


2cn 
Qnn)?’ 
数 0.71 被 刘 弘 泉 和 吴杰 分 别 改 进 为 1.015 和 1.05. 
KARR Ox 27 +1 是 由 Lehmer 以 及 Riesel 相互 独立 地 
发 现 的 . Crandall 和 Penk 发 现 了 有 64 位 ,136 112.154 12.203 位 及 
303 位 的 挛 生 素数 ; Williams 发 现 了 156 x 57? + 1; Baillie 发 现 了 
297X2546 土 ];Atkin 和 Rickert 发 现 了 
694503810 x 27? +1 和 1159142985 x 229! + 1; 
1989 4E, Brown, Noll, Parady, Smith 和 Zarantonello 发 现 了 
663777 x 2/59 +1, 571305 x 27?! +1, 1706595 x 21755 + 1, 
1993 年 8 月 16 H , Harvey Dubner 宣布 了 一 个 新 的 记录 
2395 x 3 x 5,00 x 7 x 11 x 13 x 79 x 223 +1, 
这 个 数 有 4030 位 . 
Richard Brent 对 小 于 10!! #9 224376048 个 素数 中 使 p+2 也 
为 素数 的 素数 p 进行 了 计算 ,其 个 数 大 约 比 猜想 B 给 出 的 要 多 出 
9%. 
Bombieri 和 Davenport 证 明了 
+ 


m2(n) 20.71 x 


lim inf aa =~ 0.46650 

( 毫 不 怀疑 其 真实 结果 应 是 0. EL FR EAE SCBOB 1B Ak 
结论 成 立 );G. Z. Pilt’ yai 将 右边 的 常数 改进 为 (2Y2 - 1) 4 
0.45711; Uchiyama 得 到 (9 — /3)/16 ~ 0. 454256; Huxley 得 到 
(4sinÓ + 30) /(16sin8) ~0. 44254, HEP 0 + sind = x/4, 后 来 他 又 
改进 为 0.4394; 而 Helmut Maier 得 到 0.248. 

Huxley 还 证 明了 
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d, < pure; 
Heath-Brown 和 Iwaniec 将 指数 改进 为 11/20; Mozzochi 得 到 
0.548; 楼 世 拓 (Lou Shi-tuo) AUBERT (Yao Qi) 得 到 6/11. Cramér 利 
用 Riemann 猜想 证 明了 
Y < cz(lnz)4. 


Erdss 猜想 上 式 右边 可 取 为 cr (Inzx》, 但 他 认为 无 法 给 出 证 明 . 而 
Riemann 猜想 则 蕴含 d, < p12'. 

Dorin Andrica 猜想 对 所 有 自然 数 n 有 

è Vprm-Vp<1 ? 
Dan Grecu 对 适合 p, « 105 的 素数 进行 了 验证 .在 Amer. Math. 
Monthly, 83(1976) 61 上 给 出 了 一 个 未 解决 的 难题 : 
é lim (V p, 1 -Vp,)=0 ? 

若 它 为 真 , 则 对 充分 大 的 n RAZ Andrica 的 猜想 为 真 , 它 可 以 和 
在 A2 中 提 到 的 Cramer 猜想 相 比较 ,也 可 以 和 下 面 的 Shanks 猜想 
做 比较 .Shanks 给 出 一 个 有 启发 意义 的 推理 ,这 一 推理 支持 下 述 
猜想 :如 果 p(g) 表 示 使 下 一 个 相 令 素数 差 为 g 的 第 一 个 素数 , 那 
么 就 有 Inp(g)~Vg. Lehmer, Lander 和 Parkin, Brent, Wein- 
traub, Young 和 Potler 以 及 其 他 人 都 研究 过 素数 间隙 的 记录 . 表 2 
展示 了 Shanks 的 猜想 . 

最 后 一 条 记录 是 1993 年 8 月 Aaron Potler # Jeff Young 告诉 
我 们 的 一 个 未 经 发 表 的 结果 . 

陈景润 曾经 证 明了 ,对 充分 大 的 x+, 对 任何 a 之 0.477, 区 间 [z 
一 zx", 文 ] 中 总 有 一 个 至 多 有 两 个 素 因 子 的 数 . Halberstam, Heath- 
Brown 和 Richert ( 见 问题 AS 的 文献 ) 证 明了 ,对 a270. 455, YE Br 
给 区 间 中 必 有 至 少 x*/1l21lnz 个 至 多 有 两 个 素 因 子 的 数 . 而 
JIwaniec 和 Laborde 进一步 将 指数 减 小 到 0.45. 

Victor Meally 用 到 术语 素数 荒漠 (Prime desert). 他 注意 到 ,在 
373 以 下 ,最 常见 的 相 邻 素数 间隙 是 2; 在 467 以 下 有 24 个 相 邻 素 
数 间隙 是 2,4 和 6; 在 563 以 下 最 常见 的 间隙 是 6, 正如 在 10780 
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R2 最 早 的 相 邻 素数 间 的 大 间隙 


g plg) 
456 25056082543 
464 42652618807 
468 127976335139 
474 182226896713 
486 241160624629 
490 297501076289 
500 303371455741 
5 ` 304599509051 
516 416608696337 
532 461690510543 
534 614487454057 
540 738832928467 
582 1346294311331 
588 1408695494197 
602 1968188557063 
652 2614941711251 
674 7177162612387 
716 13829048560417 
766 19581334193189 
778 42842283926129 
804 90874329412297 


101^ + 105 之 间 以 及 从 2 到 1084 之 间 那 样 . 他 问 道 : 何 时 30 成 为 最 
常见 的 相 邻 素数 间 路 ? Conway 和 Odlyzko 称 d 是 对 z 的 一 个 冠 
译 者 注 ) ,如 果 它 最 经 常 性 地 在 入 z 
的 数 中 作为 相 邻 素数 差 出 现 .对 同一 个 x 可 能 有 不 止 一 个 冠军 : C 
(135) 24, C(100) = {2,4} .他 们 认为 仅 有 的 冠军 是 4 和 素数 的 阶 
乘 2,6,30,210,2310,… 是 否 有 冠军 一 oo? 是 否 每 个 素数 p 都 整 
除 满足 z 宇 ro(p) 的 所 有 冠军 呢 ? 


军 (champion)( 记 为 C(x) 


»- 


(inp)? 
573.33 
599.09 
654.09 
672.29 
686. 90 
697.95 
698.98 
699.19 
715.85 
721.36 
736.80 
746.84 
779.99 
782.53 
801.35 
817.52 
876.27 
915.53 
936.70 
985.24 
1033.01 


g/(inp)? 
0.7953 
0.7745 
0.7155 
0.7081 ` 
0.7075 
0.7021 
0.7153 
0.7351 
0.7208 
0.7315 
0.724 
0.7230 
0.7462 
0.7514 
0.7512 
0.7915 
0.7692 
0.7821 
0.8178 
0.7897 
0.7783 
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A9. 素数 类 型 


比 Chowla 猜想 ( 见 A4) 更 为 一 般 的 一 个 猜想 是 说 :只 要 没有 
同 余 关 系 排斥 它们 ,任何 给 定 类 型 的 连续 素数 集 都 有 无 穷 多 个 . 例 
如 ,看 来 像 是 存在 无 穷 多 个 素数 三 元 组 
16k —1,6k +1,6k +5} 和 {6k +1,6k +6,6k +7}. 
这 可 能 会 比 挛 生 素数 猜想 更 难 解决 ,不 过 它 的 貌似 合理 性 很 有 意 
思 , 因 为 Hensley 和 Richards 已 经 证 明了 它 与 著名 的 猜想 (也 属于 
Hardy 和 Littlewood) 

iii n(xty)mz(r)*tz(y) 222 
(对 所 有 整数 x, y 22 成 立 ) 矛 盾 . 由 于 此 式 很 像 是 错 的 ,我 们 要 围 
绕 它 提出 比 平 常 更 多 的 问题 . 确实 有 希望 找到 与 该 不 等 式 结论 矛 
盾 的 x 和 y 的 值 ,不 过 还 有 另 一 个 猜想 

à A(rzt+y)<r(r)+2r(y/2) ? 
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Hensley 和 Richards 的 方法 对 它 不 再 适用 . 
Montgomery 和 Vaughan 证 明了 有 
(r+y) — x(x) € 2y/ny; 
Iwaniec 注意 到 对 每 个 6(0< 9<1) 存 在 一 个 ?7(9) > 9, 使 得 对 充 
分 大 的 有 
n(x + a?) - a(x) € (2+ e)z? /n(nz); 
他 发 现 对 0> 才 有 7(9)= 20-2, x 0238 9(0)=(1+0)/ 


2. 楼 世 拓 和 姚 琦 对 此 做 了 部 分 改进 ,他 们 得 到 :对 包 < 9 过 其 有 
7(0)=(1000- 45) 11. 

C. W. Trigg 报告 说 ,1978 年 M. A. Penk 发 现 了 4 个 素数 p, 

p+2,p+6 和 p+8, 其 中 
p = 802359150003121605557551380867519560344356971. 

H. F. Smith 注意 到 ,类 型 11,13,17,19,23,29,31,37 至 少 重 
ST 3 次 ,这 3 次 开头 的 素数 分 别 是 15760091, 25658841 和 
93625991. 但 无 论 在 哪 种 情形 ,都 没有 与 41 对 应 的 素数 ,虽然 对 
n = 8883058 855750, 5 一 11,n 一 13,…,n 一 41 全 都 是 素数 . 

Leech 给 出 一 个 未 解决 的 问题 : 找 33 个 大 于 11 的 连续 数 , 使 
其 中 有 10 个 素数 . 1961 年 Herschel Smith 找到 了 20 个 这 样 的 集 
合 以 及 5 个 有 37 个 连续 整数 且 包 含 11 个 素数 的 例子 . Smith 写 
道 ,Selfridge 发 现 了 他 1957 年 的 论文 中 的 某 些 错误 . Sten Sifholm 
发 现 了 素数 集 (n = 33081664140) 

[n * 13,,2 +43}, 
并 且 还 重新 发 现 了 Smith 的 前 3 个 例子 :对 n = 9853497780, 
21956291910 和 22741837860 ,集合 

In - 11,7, — 43! 
中 每 个 数 都 是 素数 . Leech 想 知道 为 什么 后 一 情形 似乎 比 前 一 情 
形 更 容易 发 生 ? 我 猜想 这 是 素数 类 型 ( 见 A4) 的 一 个 更 为 复杂 的 
表述 方式 ;在 我 看 来 ,借助 于 更 为 强大 的 工具 ,我 们 会 看 到 差额 得 
到 补偿 (无 穷 多 次 ). Dimitrios Betsis 和 Sten Sáfholm 发 现 了 更 多 的 
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类 型 , 他 最 终 得 到 素数 集 {fn + 11,…,n+611 (对 
21817283854511250) 及 素数 集 (m - 101, - 61} OR n 
79287805466244270) . 

Erdós 问 :对 每 个 上 ,使 Dios Desire’? > Pk+1-1 是 此 种 类 型 中 惟 
一 一 个 仅 有 / 个 相连 素数 集合 的 最 小 的 ! 是 什么 ?例如 ,类 型 3， 
5,7 不 可 能 再 次 出 现 ; 类 型 5,7,11,13,17 在 101,103,107,109， 
113 中 得 到 重复 ,而且 这 种 类 型 无 疑 会 出 现 无 穷 多 次 ;但 对 模 5 的 
考虑 表明 ,类 型 5,7,11,13,17,19 不 会 再 出 现 (pi,l)= (2,2),(3， 
3),(5,6)--. 
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A10. Gilbreath 猜想 


Hi d, 7 d, VR! 1 = diu o dh DESEX 和 ,这 就 是 素数 序 
列 的 连续 的 绝对 差 ( 图 2). N. L. Gilbreath $848 (Hugh Williams 注 
意 到 很 久 以 前 Proth 声称 证 明了 ) 对 所 有 A d$ = 1. Killgrove 和 
Ralston 对 k < 63419 作 了 验证 . Odlyzko 对 直到 2 (109) «3 10! 
的 素数 作 了 验证 ,他 只 需要 检查 前 635 个 差 . 


12 34 567 8 9 10 U 02 03 M I5 16 07 18 19 20 21 22 23 24 
2 3 5S 7 M 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 


1000000200220020 


图 2 素数 序列 的 连续 绝对 差 


Hallard Croft 和 其 他 人 认为 并 不 像 上 面 说 的 那样 ,这 其 实 与 
素数 没有 什么 关系 ,但 是 对 由 2 和 奇数 组 成 的 任何 序列 来 说 结论 
是 正确 的 ,这 些 序 列 增长 得 不 太 快 ,或 者 有 太 大 的 间 际 . Odlyzko 
对 此 作 了 讨论 . 
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ALL. 递增 和 递减 的 素数 间隙 


由 于 素数 所 占 的 比例 逐渐 减 小 ,虽然 没有 什么 规律 ,但 无 穷 多 
次 有 din X d, +13Erdös 和 Turan 还 证 明了 ,d, > d,+1 也 无 穷 多 次 
成 立 . 他 们 还 证 明了 ,使 d, > d, +1 成 立 的 n 的 值 有 正 的 下 密度 ， 
但 是 尚 不 知道 对 三 个 连续 的 a, 的 值 是 否 也 存在 无 穷 多 个 递减 或 
者 递增 的 集合 .如 若 不 然 , 则 有 一 个 no 存在 ,对 每 个 i 和 n>no 
AB dsr; > dy 42441 Be dn 42:41 <dy+2i+2- Erdós 为 给 出 这 样 的 no 
不 存在 的 证 明 悬 赏 100 美元 .他 和 Turan 甚至 不 能 证 明 如 下 结论 ; 
XE E ko C7 1) (die ei 7 d+;) 不 可 能 永远 有 同样 的 符号 . 
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A12. 伪 素 数 ,Euler HRM , 强 伪 素 数 


Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff 称 满 足 a” '=1modn 的 奇 
合 数 为 以 a 为 底 的 伪 素 数 (pseudoprime to base a) (psp( a) ) . fi 
用 这 一 术语 可 以 避免 充斥 于 文献 中 的 繁琐 用 语 “复合 的 伪 素 数 ”. 
对 每 个 与 n HRM a 都 是 psp(a) MER n 叫做 Carmichael 数 
(Carmichael number) ( 见 A13). 一 个 奇 合 数 n 称 为 以 a 为 底 的 
Euler (93% (Euler pseudoprime to base a ) (epsp(a)), MH a ln 


Ha 722 (2) mods ics (© )f Jacobi 符号 ( 见 F5). 最 后 ， 
一 个 满足 n-1-4-2'(d 为 奇数 ) 的 奇 合 数 n 称 为 以 a 为 底 的 强 
TAR BW (strong pseudoprime to base a )(spsp(a)), MRA a^ = 


lmodn (否则 就 对 某 个 满足 0 过 r+<s Ar Hat? =- Imodn). XX 
a 


些 定义 均 用 文 氏 图 (图 3) 予 以 描述 , 它 展示 出 每 个 集合 的 最 小 成 
B. 


psp(2) 


Carmichael 3& 


cpsp(2) 


图 3 各 种 psps 集 合 之 间 的 关系 和 每 个 集合 中 的 最 小 元 素 


下 面 给 出 的 P:(z), Ez(z),Sz(z) 以 及 CCz) 的 值 (它们 分 
别 表示 小 于 z 的 psp(2),epsp(2),spsp(2) 以 及 Carmichael 数 的 个 
数 ) 是 由 Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff 给 出 的 : 


工 10 10! 105 — 105 — 19 — 10* — 10* 100 2.5'100 
Pz) 3 22 78 245 750 2057 5597 14884 21853 
Exa) 1 12 36 114 375 1071 2939 7706 — 11347 
Six) 0 5 16 46 162 488 1282 3291 4842 
C(x) 1» 7 16 43 105 255 646 154 2165 


Lehmer 和 Erdos 指出 ,对 充分 大 的 x 有 
cilnz < Palæ) < zexpl- c2(InzIninz)'?}, 

而 Pomerance 将 它 改进 为 

expl (Inz)^] < P5(z) < zexp{(— Inzlnlninz )/2Inlnz}, 
他 还 通过 一 种 合理 的 讨论 得 知 P:(z ) 的 真实 的 估计 式 是 在 上 界 
中 去 掉 数 2. 利 用 Friedlander 的 一 个 结果 ,Pomerance 把 指数 5/14 
改进 为 85/207. 

1° 9° 


RA —LER 2" =2modn 这 样 的 关于 偶数 的 例子 . Lehmer 发 
现 了 161038 =2+73-1103, iii Beeger 指出 有 无 穷 多 个 这 样 的 数 .如 
JE, 表示 Fermat 数 22 +1,Cipola 证 明了 :如 果 A>1 且 mi<m 
Xn <2" ,那么 Fy Fy oF, 是 一 个 psp(2). 

如 果 PSO 是 第 n 个 psp(a), Szymiczek 证 明了 级 数 Dd} 1/p 
WO, ,而 Makowski 证 明了 » 1AnP\ 发 散 . Rotkiewicz 有 一 本 
有 关 伪 素数 的 小 册子 , 它 包含 58 个 问题 和 20 个 猜想 . 

例如 , 其 中 的 问题 # 22 Du) d i JE WIN - 2 的 伪 素 数 . 
Wayne McDaniel 用 N = 465794 对 此 问题 给 出 了 肯定 的 回答 . 
Rotkiewicz 指出 , 同 余 式 2"-2==1modn 有 无 穷 多 个 合 数 解 n. my 
功 (Shen Mok-kong) 找 到 5 个 这 样 的 小 于 一 百 万 的 数 , 每 个 数 均 以 
7 结尾 . McDaniel 和 张 明 志 (Zhang Ming-zhi) 给 出 例子 73 - 
48544121 和 524287 - 13264529, 每 个 例子 表明 3 也 是 可 能 的 末 位 
数字 . 

Selfridge, Wagstaff 和 Pomerance 悬赏 500 + 100 + 20 美元 求 
一 个 模 10 与 3 或 7 同 余 的 合 数 n, CER 2” - 2 和 Fibonacci 数 
us +1 (JL A3); 或 提供 20 + 100 + 500 美元 给 证 明 这 种 x 不 存在 的 
A. 

申 茂 功 指出 ,有 无 穷 多 个 MET 27 *=1modn 有 无 穷 多 
个 合 数 解 n. Kiss 和 Phong 证 明了 ,对 所 有 此 宇 2 及 所 有 a22la 
代 蔡 原来 的 2) 此 结论 依然 成 立 
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A13. Carmichael 数 


Carmichael 数 (对 与 合 数 n 互 素 的 所 有 a BH psp(a) BC) 
必 为 至 少 3 个 奇 素 因子 的 乘积 . 早 在 1899 年 Korselt 就 给 出 了 xn 
为 Carmichael 数 的 一 个 充分 必要 条 件 , 即 , n 无 平方 因子 且 对 每 个 
整除 Wp A Cp - 1) (n 一 1). 最 小 的 例子 是 561=3.11.17. 
更 一 般 地 ,如 果 p=6k+1,g=12k+1 和 r=18k+1 均 为 素数 ， 
则 par 就 是 一 个 Carmichael 数 .看 起 来 似乎 肯定 有 无 穷 多 组 这 样 
的 三 元 素数 组 ,但 却 无 法 证 明 它 . Alford, Granville 以 及 Pomerance 
(用 不 同 的 方法 1) 证 明了 有 无 穷 多 个 Carmichael 数 .事实 上 对 充分 
大 的 z, 小 于 x 的 Carmichael 数 有 多 于 ze 个 ,这 里 
B= S(t - jx 0.290306 > 2.. 
Erdés 83948, 4 r 趋 于 无 穷 时 有 (lnC(z))Mnz 一 1, 他 改进 了 
Knédel 的 一 个 结果 ,由 此 他 证 明了 


2 


C(x) < zexpj- clnzin In Inz/in Inz}. 
此 后 Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff( JL A12) 证 明了 可 取 c= 1 
-e, 并 给 出 一 个 启发 式 的 合理 讨论 , 它 支持 下 述 猜 想 : 对 c =2+ 
e ,相反 的 不 等 式 成 立 . 

他 们 发 现 了 2163 个 小 于 25.10? 的 Carmichael 数 ;Jaeschke 又 
AAT 6075 个 位 于 25.10? 和 102 之 间 的 Carmichael 数 ,其 中 7 
个 有 8 个 素 因子 . Richard Pinch 分 别 计算 出 了 

« 10? 103 104 105 10% 
的 

8241 19279 44706 105212 246683 
个 Carmichael 数 .一 个 中 等 大 小 的 Carmichael 数 的 例子 是 
2013745337604001 = 17 - 37 - 41 - 131 . 251 . 571 - 4159. 

J. R. Hill 发 现 了 大 Carmichael 数 par, FE p = 5-10 + 371,97 
2p-1, iii r=1+(p-1)(q + 2)/433. Wagstaff 造 出 一 个 有 321 
位 的 Carmichael 3X , Woods 和 Huenemann 找到 一 个 有 432 位 的 
数 .Dubner 继 续 打 破 这 一 记录 以 及 他 自己 的 记录 ,他 得 到 一 个 
3710 位 的 Carmichael X N = PQR, 其 中 P=6M+1,Q=12M+ 
1 All R=1+ (PQ-1)/X WHHRM,M=(TC-1)44,T BHI 
47 的 所 有 奇 素数 的 乘积 ,C= 141847, A =41, Tli X = 123165. Ai 
Günter Loh 和 Wolfgang Niebuhr 已 经 发 展 出 新 的 算法 ,由 此 可 以 
造 出 一 个 有 不 少 于 1101518 个 素 因 子 的 Carmichael 2t, (EA 
16142049 位 数字 !) 从 而 使 以 前 的 记录 黯然 失色 . 

Alford，Granville 和 Pomerance 证 明了 ,存在 无 穷 多 个 满足 很 
强 条 件 的 Carmichael 数 :由 pln 就 有 (p? 一 1)1(n 一 1), 但 是 他 们 
不 知道 任何 这 样 的 例子 . Sid Graham 发 现 了 18 个 这 样 的 数 ,其 中 
最 小 的 是 

5893983289990395334700037072001 

=29.31.37.43.53.67.79.89.97.151.181.191.419.881.883 

Richard Pinch 发 现 了 所 有 这 种 数 中 最 小 的 数 是 
443372888629441 = 17 - 31 - 41 - 43 - 89 - 97 - 167 - 331. 
143. 


Graham 找到 了 另外 17 PA, EAT HB A HEL" O- 
1). 
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Al4.“ 好 ?素数 和 素数 图 


Erdós 和 Straus 称 一 个 素数 p, 是 “好 的 (good)”, 如 果 对 所 有 
i(1iscn - 1)fi p> p, i posi BMS, 11,17 和 29 都 是 “好 ” 
素数 . Pomerance 用 “素数 图 ”( 见 AS) 说 明了 有 无 穷 多 个 好 素数 . 
他 提出 下 面 的 问题 :使 p 为 好 素数 的 的 集合 是 否 密度 为 0? 是 
否 存在 无 穷 多 个 n, 对 所 有 i( imn) papari > 5i 
pn+1+i? 是 否 存在 无 穷 多 个 n MHA i(1 二 i 过 nxn -1) 有 ps+ 
pnt1> Pn-it Pariri? 义 对 所 有 i(1 二 i 过 nn 一 1) 满 足 2p, < 
pn-1+ pa+i 的 所 有 n 的 集合 是 否 密度 为 0(Pomerance 证 明了 有 无 
穷 多 个 这 样 的 n)? 是否 有 limsup| min (pn -i+ Pati) - 2p] = 


co? 


A15. 同 余 的 相 邻 素数 乘积 


Erdés 在 一 封 写 于 1979 4E 10 月 31 日 的 信 中 注意 到 有 3-4= 
5.6"7 三 1mod11, 他 提出 求 最 小 的 素数 p, 对 于 它 存 在 整数 ,Ai， 
kaska 使 有 

ki ky 
ll + 站 三 Ita +h, +i) 


+45 


= - dH ky +ko+i)=I1 modp. 

他 认为 ， 对 任意 多 个 这 样 的 同 余 乘积 都 存在 这 样 的 素数 P- 

Makowski 给 出 下 表 中 (与 Fl1 比较 ) 与 n=5 及 6 对 应 的 例 
子 ,并 说 指数 表 可 以 用 来 发 现 其 他 的 例子 . W. Narkiewicz 也 给 出 
这 些 例子 ,同时 还 给 出 下 表 中 与 x =7,8,9 对 应 的 结果 . Landon 
Noll 和 Chuck Simmons 对 此 问题 稍 加 推广 ,他 们 提出 求 

qi!l=q!*%*g! modp 

的 解 ,还 给 出 使 有 n 个 项 的 同 余 方 程 有 解 的 最 小 素数 p. 


n p d d 9 u 95 9 47 B d» do Qn 
1 2 0 

2 2 0 1 

3 5 0 1 3 

4 17 0 1 5 11 

5 17 0 |! 5 I 15 

6 23 0 | 4 8 Hi 21 

7 71 8 10 20 52 62 64 71 

8 599 29 51 123 184 251 290 501 54 

9 599 29 51 123 184 251 290 501 540 556 


2205 2261 2287 2399 
1 611 723 749 805 2205 2261 2287 2399 3009 
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A16. Gauss 素数 Eisenstein-Jacobi 素数 


可 以 在 有 理 数 域 以 外 的 域 中 定义 素数 . 复数 域 中 的 素数 称 为 
Gauss 素数 (Gaussian prime). 可 以 对 Gauss 素数 系统 地 复述 与 通 
常 的 素数 同样 的 问题 . 

Gauss 整数 (Gaussian integer) a + bi( 其 中 a,b 是 整数 ,i?= 

va 


-1) 的 性 状 与 普通 整数 相似 : 它 也 有 惟一 分 解 (unique factoriza- 
tion)( 除 去 因子 的 次 序 、 单 位 (unit) + 1 € i 以 及 相伴 元 (associ- 
ate) 以 外 分 解 式 惟一 ,例如 7 的 相伴 元 是 7, — 7,7i 和 一 7i). 在 
Gauss 整数 环 中 形 如 4k 一 1 的 素数 (3,7,11,19,23,…) 仍 为 素数 ， 
但 其 他 通常 的 素数 则 可 分 解 成 Gauss 素数 : 

2-2(1*i(1-i), 52 (2* i)2- i) - - Qi - 100i * 1), 

13-(2*3))(2-3i), 17-(4*i)(4- i), 

29= (5*21)(5-2i), = 
Gauss 351 ji, £1 t£2i, £2t: i, £3, £3i, £2£3i, £3 
2i, £4ti,tlt4i,t5t2i,t2t5i,-iHifE Argand 图 上 形成 


图 4 范 数 小 于 1000 的 Gauss 素数 
24 


很 有 意思 的 图 案 (图 4). 它 被 用 来 作 地 砖 及 桌布 . 

Motzkin 和 Gordon 问 道 :以 Gauss 素数 作为 踏 脚 石 , 取 长 为 有 
界 的 步子 ,是 否 可 以 从 原点 “ 走 " 到 无 穷 远 呢 ? 猜测 是 不 行 的 .Jor- 
dan 和 Rabung 指出 : 步 长 至 少 为 4 是 必要 的 . 

Eisenstein-Jacobi 整数 (Eisenstein-Jacobi integer) a + bw (其 中 
a,b 是 整数 ,w 是 一 个 复 的 三 次 单位 根 ,满足 w?+ w+1=0) 也 有 
惟一 分 解 ,其 中 的 素数 再 次 构成 一 个 图 案 (图 5) ,这 一 次 图 案 有 六 
边 形 的 对 称 , 因 为 它 有 六 个 单位 土 1, +w, tah 素数 2 和 形 如 6k 
-1 的 素数 (5,11,17,23,29,41,…) 仍 为 Eisenstein-Jacobi 素数 ， 
但 是 3 和 那些 形 如 Ok + 1 的 素数 则 可 以 分 解 : 


图 5 Eisenstein-Jacobi 素数 


-48 


3-(1- 9)(1-9?), 7=(2-w)(2- w°), 132 (3- 9) (3- w?), 
19- (3-29)(3-292),31- (5- 9) (57 «?),37 - (4- 39) (4- 
3o?) ,--. 

John Leech 希望 找到 由 Gauss 素数 以 及 由 Eisenstein-Jacobi 3& 
数组 成 的 长 算术 级 数 .在 图 4 中 他 找到 9 个 ,在 图 5 中 找到 12 个 . 
后 来 他 发 现 了 由 10 个 Gauss 素数 组 成 的 算术 级 数 

-8-13i, -3-8i, 2-3i, 7+2i, *, 37+32i, 
其 中 最 后 3 个 在 图 4 以 外 . 
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AU. 素数 公式 


数论 的 酵母 似乎 是 p, 的 公式 ,或 是 r(z) 的 公式 ,或 者 是 判 
断 素 性 的 充分 必要 条 件 . Wilson 定理 似乎 是 独一无二 的 


(Vantieghem 的 结果 : p >2 是 素数 , 当 且 仅 当 们 (24 - 0 = 
d=1 


pmod2? — 1 是否 与 之 等 价 ?); 但 即使 是 Wilson 定理 对 计算 也 没有 

用 .C.W. Williams 和 C. P. Wormel 用 它 给 出 一 个 只 用 到 初等 函数 

的 公式 ,但 该 公式 过 于 复杂 ,无 法 放 在 这 里 . Mann-Shanks 算法 是 

又 一 个 难得 的 东西 ,但 很 少 有 实用 价值 .Matiyasevich 和 其 他 的 逻 

辑 学 者 利用 Wilson 定理 以 及 他 们 有 关 Hilbert 第 十 问题 的 解 造 出 

了 一 种 多 项 式 , 这 种 多 项 式 的 值 域 的 正 的 部 分 恰好 是 素数 集 . 
Boris Stechkin 的 三 个 定理 值得 提 及 . 它们 基于 函数 


SQ) = &m:2« m< n,m - Ded | 

(Dn 一 1 为 素数 仅 当 S(n)= dn), ZE d(Cn ) m n HA 
子 个 数 . 

(2)n +1 为 挛 生 素数 仅 当 S(n) + S(n+1)=2d(n). 
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OJAL AROHA S(q) - S(q-1) + S(q-2)--- 
-S(p*1)70. 

有 关 这 个 论题 有 大 量 的 论文 ,其 复杂 性 及 目的 不 尽 相同 .看 来 
值得 对 下 列 各 问题 加 以 区 分 : 

1. 作为 x 的 函数 的 x(x) 的 公式 . 

2. 作为 的 函数 的 加 的 公式 . 

3. n 为 素数 的 充分 必要 条 件 . 

4. 对 定义 域 中 每 个 元 素 都 取 素 数值 的 函数 . 

5. 一 个 函数 , 它 的 值 域 的 正 值 仅 由 素数 组 成 ,或 由 全 体 素数 


6. 一 个 其 值 域 包含 高 密度 素数 集合 的 函数 . 

7. 表示 n 的 最 大 素 因子 的 公式 . 

8. 表示 n 的 素 因子 的 公式 . 

9. 表示 大 于 n 的 最 小 素数 的 公式 . 

10. 用 pis pan pr 表示 Pn + 1 的 公式 . 

11. 生成 素数 的 算法 ,等 等 . 

每 一 个 问题 的 例子 都 可 以 在 文献 中 找到 . (在 Al 中 ) 我 们 已 
经 提 到 Euler 的 著名 公式 n? n +41. 在 某 种 意义 上 说 它 是 最 好 
可 能 的 ,不 过 用 判别 式 为 正 数 的 二 次 表达 式 甚至 可 以 产生 更 长 的 
一 列 素数 值 (虽然 其 中 有 一 些 可 能 是 负 的 ). Gilbert Fung 给 出 表达 
3& 47n? -1701n + 10181, ÈX} On <42 取 素 数值 ,其 判别 式 为 
A= 979373; Ñi Russell Ruby 则 给 出 36n? - 810n + 2753,0<n< 
44,47 22-37213. 

Euler 公式 的 前 1000 MAA 581 个 素数 . Edgar Karst 在 他 
1991 年 1 月 1 日 的 一 封 信 中 用 2n? 一 199 的 598 个 素数 值 打破 了 
这 一 记录 . Stsphen Williams 宣布 得 到 22? — 10007 — 2609 的 602 
个 素数 值 .他 们 的 公式 在 前 10000 个 数 中 对 应 取 到 的 素数 个 数 分 
别 为 4148、4373 和 4151 个 .然而 ,有 意义 的 并 不 是 经 过 前 面 如 此 
多 的 数 的 实际 的 密度 (显然 在 所 有 情形 其 密度 均 趋 于 0), 而 是 它 
的 渐 近 (asymptotic) 密 度 . 如 果 我 们 永远 相信 Hardy 和 Littlewood 
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的 话 ( 见 AL) ,此 渐 近 密度 恒 为 c Vn nn ,我 们 能 做 的 最 好 的 事 就 
是 让 c 的 值 尽 可 能 地 大 . 对 于 Beeger 给 出 的 多 项 式 x? + 2+ 
27941, Shanks 算 出 有 c=3. 6319998. Funf 和 Williams 对 多 项 式 
x? + x + 132874279528931 算出 有 c = 5.0870883. 若 A 是 二 次 多 
项 式 的 判别 式 ,那么 Legendre 符号 { 全 |( 见 F5) 对 很 少 的 小 素数 
p WARS 1. 

Sierpinski 注意 到 由 Fermat 定理 可 得 :车 ”为 素数 , 则 ”整除 

172 2771 & (n - 171 +1. 

其 逆 是 否 为 真 ? Giuga 猜想 这 是 对 的 ,并 对 n c10199 T USE , IT 
Bedocchi 则 对 n<10! YE T RHE. Giuga 注意 到 其 反例 应 是 一 个 
Carmichael 数 (Al12,Al13) ,又 pln Zi & (p-Dl(n-1)H 


a ee d 
pin P n 
必 为 整数 ,从 而 n 至 少 有 8 个 不 同 的 素 因子 .一 个 等 价 的 猜想 是 
nB,-1=- 1 modn, 


其 中 Bernoulli 数 ( Bernoulli number) B, 是 x/( e - 1) 
=D) Bact /k! 的 展开 式 中 的 系数 (与 D2 HERO. 
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A18. Erdós-Selfridge 的 素数 分 类 法 


Erdós fil Selfridge X4 KBE T MF 4325: p 在 类 1 中 ,如果 
旋 +1 的 仅 有 的 素 因子 是 2 或 3;z ERr 中 ,如 果 p+ 1 的 每 个 素 
因子 都 在 它 前 面 r -1 个 类 的 某 类 中 , 且 至 少 有 一 个 素 因子 在 类 r 
一 1 中 .例如 : 
类 1: 2357111723 31 47 53 71 107 127 191 431 647 863 971… 
类 2: 13 19 29 41 43 59 61 67 79 83 89 97 101 109 131 137 139 
149 167 179 197 199 211 223 229 239 241 251 263 269 271 
281 283 293 307 317 319 359 367 373 377 383 419 439 449 
461 467 499 503 509 557 563 577 587 593 599 619 641 643 
659 709 719 743 751 761 769 809 827 839 881 919 929 953 
967 979 991 1019--- 
2& 3: 37 103 113 151 157 163 173 181 193 227 233 257 277 311 
331 337 347 353 379 389 397 401 409 421 457 463 467 487 
491 521 523 541 547 571 601 607 613 631 653 683 701 727 
733 773 787 811 821 829 853 857 859 877 883 911 937 947 
983 997 1009 1013 1021--- 
2 4: 73 313 443 617 661 673 677 691 739 757 823 887 907 941 
977- 
S 


类 5: 1321, 1381: 

容易 证 明 , 对 任何 。>0 和 所 有 +, 类 x 中 不 超过 n 的 索 数 个 
数 为 o( n). 证 明 在 每 个 类 中 有 无 穷 多 个 素数 . 若 用 pP 记 类 7 中 
的 最 小 素数 , 则 pf? =2, pP = 13, pf? = 37, pi? = 73, pP = 
1021 ,Erdés 认为 有 ( p(? ) > 00,7, ffi Selfridge WU WE REAR 
的 . 

如 果 用 p 一 1 代替 p+1, 就 给 出 一 个 类 似 的 分 类 法 : 

2E 1; 235713 17 19 37 73 97 109 163 193 433 487 577 769 1153 


2 2: 11 29 31 41 43 53 61 71 79 101 103 113 127 131 137 149 151 
157 181 191 197 211 223 229 239 241 251 257 271 281 293 
307 313 337 379 389 401 409 421 439 443 449 459 491 521 
541 547 571 593 601 613 631 641 647 653 673 677 701 751 
757 761 773 811 877 883 911 919 937 953 971 1009 1021: 

3& 3. 23 59 67 83 89 107 173 199 227 233 263 311 317 331 349 
353 367 373 383 397 419 431 463 479 503 509 523 563 569 
587 607 617 619 661 683 727 733 739 743 787 809 821 823 
853 859 881 887 907 929 947 977 983 991 1031 1033--- 

3 4: 47 139 167 179 269 277 347 461 467 499 599 643 691 709 
797 827 829 839 857 863 967 997 1013 1019--- 

类 5. 283 359 557 659 941… 

类 6: 719 1319… 

类 7: 1439… 

对 此 分 类 预料 会 有 类 似 的 答案 . 对 应 的 类 是 否 密度 相等 ? EA 

Cunningham 链 (A7) 有 联系 . 

参考 文献 
P. Erdés, Problems in number theory and combinatorics, Congr. Numer. XVIII, 


Proc. 6th Conf. Numer. Math., Manitoba, 1976, 35-58 (esp. p. 53); MR 
80e:10005. 
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A19. 使 n —2* 取 素数 值 的 n ,形状 不 是 
+ pt+2? 的 奇 素数 


Erdós 猜想 :对 所 有 满足 2<2:<n BUR Lf n - 2^ 取 素 数值 的 
n 仅 有 4,7,15,21,45,75 和 105.Mientka fl Weitzenkamp X} n < 
24 作 了 验证 , Uchiyama 和 Yorinaga 验证 到 27.Vaughan 证 明了 这 
种 数 不 太 多 ,在 小 于 z 的 范围 内 其 个 数 少 于 zexpl - (inz) }, 18 
他 没 能 证 明 其 个 数 少 于 zE. 

Erdós 又 猜想 对 无 穷 多 个 n ,所 有 整数 n 25 (2 € n) ER 
是 无 平方 因子 数 (也 见 F13) . 

如 果 用 A(z) 记 不 超过 x AË n - 24 Q2 <n ) 为 素数 的 整 
数 ”的 个 数 , 则 Hooley 证 明了 :广义 Riemann 猜想 蕴含 A(z) = 
OCa*) c 1 HERR) Narkiewicz 将 它 改 进 为 c< 寺 ， 

Cohen 和 Selfridge 希望 求 出 形状 不 是 土 如 土 2 的 最 小 正 奇 
数 ,其 中 p BRM, a20, b21, EMSA (EXC. 他们 注意 到 此 数 大 
于 28, 但 至 多 

6120 6699060672 7677809211 5601756625 4819576161 — 

6319229817 3436854933 4512406741 7420946855 8999326569. 

Crocker 证 明了 有 无 穷 多 个 形状 不 是 2:+2!+ p 的 奇 整数 ,这 
E p 为 素数 . Erdis 认为 在 小 于 z 的 整数 中 可 能 有 cz 个 这 样 的 
数 ,但 能 否 证 明 有 > x 个 呢 ? 我 们 可 否 证 明 在 这 里 覆盖 同 余 系 
(F13) 没 有 助 益 呢 ? thE, EA p +2" + 2°( RK p +2" 42" 4 27) 
满足 每 个 算术 级 数 ” 更 一 般 地 ,Erdis 问 道 :对 每 个 7 ,是否 存在 无 
穷 多 个 奇 整数 ,它们 都 不 是 一 个 素数 加 上 2 的 不 超过 r KERA? 
它们 的 密度 是 否 都 是 正 数 ? 它们 包含 一 个 无 限 的 算术 级 数 吗 ?在 
相反 的 方向 上 ,Gallagher 证 明了 :对 每 个 。>0, 存 在 一 个 充分 大 的 
r ,使 素数 加 上 2 的 x 次 寡 的 和 组 成 的 序列 之 下 密度 大 于 1— 6. 

Erdés 还 问 道 :是 否 有 形状 不 是 2* + s 的 奇 整数 ? 这 里 s 为 无 
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平方 因子 数 . 

设 fn 8 n 表示 为 和 式 2: p RIK, La | Whi f(r) > 
0 的 n 的 值 的 序列 . a;| 的 密度 是 否 存 在 ? Erdos 证 明了 无 穷 多 次 
A F(a)>clnlnz ,但 不 能 确定 是 否 有 f(n) = o(Inz ). 他 猜想 有 
limsup(a;, 4 — @;) = co. 如 果 对 任意 大 的 最 小 模 有 覆盖 同 余 系 , 则 
可 推出 此 猜想 为 真 . 

Carl Pomerance 注意 到 ,对 n =210, WIJHE n/2< p< n 的 
所 有 户 ,7 一 妃 皆 为 素数 ,他 问 是 否 存在 任何 其 他 像 这 样 的 xz? 由 
于 Deshouillers 的 帮助 ,Granville 和 Narkiewicz 后 来 对 此 问题 给 出 
了 否定 的 回答 . 
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B. & & 性 


我 们 将 用 d(n)id n 的 正 因子 的 个 数 , 用 o(n) 记 nn 的 正 因 子 
之 和 ,用 oi (n) id n 的 正 因 子 的 & KEZMA, FER oo0(n)= 
d(n) 及 oi(n)=ol(n). 用 s(n) 表示 n 的 真 因子 (aliquot part) 之 
和 , 即 除去 n 自身 以 外 的 所 有 其 他 的 正 因子 之 和 ,于 是 有 s(n) = 
oln)-n. n 的 不 同 素 因子 的 个 数 记 为 w(n), 而 n 的 所 有 素 因 子 
的 个 数 ( 按 重 数 计算 ) 记 为 Ala). 

各 种 算术 函数 的 迭代 将 用 统一 的 方式 来 记 , 例 如 s(x) 定义 
MF :s(n)o ns**1(n)7 s(sO1)) GE &220). 

我 们 用 记号 din 表示 d SER nen 表示 e 不 整除 .记号 
JF || nS Án IB p^ * hn iS [m,n RARER m m 1, 


"an. 


Bl. 完 全 数 


完全 数 (perfect number) EWE s(n) = 的 数 . Euclid BAA 
道 : 如 果 2? — 1 是 素数 , 则 2?-1(2? -1) 是 一 个 完全 数 ,例如 6,28， 
496,…, 见 A3 中 的 Mersenne 素数 表 .Euler 证 明了 :这 些 是 仅 有 的 
偶 完全 数 . 

是 否 存在 奇 完 全 数 更 是 数论 中 一 个 尽 人 皆 知 的 没有 解决 的 问 
题 . 奇 完全 数 的 下 界 已 被 Brent, Cohen 及 te Riele 等 人 提升 到 
10°. Brandstein 证 明了 奇 完全 数 的 最 大 素 因 子 > 500000, 而 
Hagis 则 证 明了 奇 完全 数 的 第 二 大 素 因 子 >1000. Cohen WEB TA 
完全 数 包 含 一 个 > 10 的 素数 寡 因 子 , 而 Sayers 则 证 明了 奇 完 全 
数 至 少 有 29 个 (不 一 定 不 相同 的 ) 素 因子 . 

Pomerance 证 明了 :有 至 多 k 个 不 同 素 因子 的 奇 完全 数 小 于 
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2 


(C4) . 
而 Heath-Brown 对 此 作 了 很 大 改进 ,他 证 明了 :如 果 n 为 一 个 奇 


BAW o(n) = an ,那么 mn<(4d)4 ,这 里 d 是 a 的 分 母 ,kh 是 
的 不 同 素 因子 的 个 数 .特别 地 ,如 果 n 是 一 个 有 k 个 不 同 素 因 子 


的 奇 完全 数 , 则 n< 4 . 
John Leech 希望 找到 像 Descartes 给 出 的 数 
37111322021 
那样 的 假 奇 完全 数 ,如 果 假 意 把 22021 当做 是 素数 的 话 ,那么 该 数 
就 是 一 个 奇 完全 数 . 
关于 许多 较 早 的 文献 ,请 见 本 书 第 一 版 . 
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B2. 殖 完 全 数 , 拟 完全 数 , 伪 完全 数 ,调和 数 ， 
奇异 数 , 重 完全 数 和 超 完全 数 


似乎 由 于 在 推翻 奇 完全 数 存在 性 这 一 问题 上 屡 战 屡 败 ,挫折 
惨重 ,众多 著者 转 而 定义 了 许多 与 之 密切 相关 的 概念 ,提出 了 大 量 
的 问题 ,其 中 许多 问题 看 起 来 比 原来 的 问题 更 容易 处 理 . 

对 一 个 完全 数 有 o(n) =2n. i a(n) <2n, CREM UMS KH 
(deficient). € Abacus 一 书 中 有 一 个 问题 就 是 证 明 :要 么 每 个 数 n 
>3 都 是 两 个 亏 数 之 和 ,或 者 找 出 一 个 无 此 性 质 的 数 . 若 c(z) > 
2n , 称 之 为 过 剩 数 (abundant). 如 果 so(n)=2n — 1,90] n KARTE 
A C almost perfect).2 的 寡 是 列 完 全 数 ;但 不 知道 是 否 还 有 任何 
DADE EA SEEK. WR c(z) =2n +1, 则 x 称 为 拟 完全 数 
(quasi-perfect) . 拟 完全 数 必 为 奇 平方 数 ,然而 无 人 知道 是 否 有 这 
样 的 数 存 在 . Masao Kishore 指出 : 若 ”是 一 个 拟 完 全 数 , 则 n> 
1030 且 5 (n )226. Hagis Al Cohen 将 此 结果 改进 为 n>103 且 w(n) 
Z7. Cattaneo 原来 曾经 宣布 他 证 明了 3}n ,但 是 Sierpinski 和 其 他 
人 注意 到 他 的 证 明 有 误 . Kravitz 在 一 封 信 中 做 出 一 个 更 一 般 的 猜 
想 : 不 存在 这 样 的 数 , 它 的 过 剩 量 (abundance)( 即 rc(z) - 22 ) 是 一 
个 奇 平方 数 . 有 关 这 一 点 Graeme Cohen 写 道 :有 趣 的 是 

c (23233) = 3(223252) + 112， 
MBA o(n) 2n +k? R nlk, BA o(n)24 B. n 2107. fb 
证 明了 :如 果 &<100, 则 o (n)226:35 &< 44366047, W) 是 一 个 
本 原 的 过 剩 数 ( 见 下 述 ) .后 来 将 条 件 n LE 放宽 ,他 找到 了 解 
n=2.3.238897, k= 3.23.1999 

ALS TR n =2-P 加, 其 中 

p=53 277 541 153941 358276277 

k=7:29 5:7-23 5-743 5-7:103-113 5-7-227-29:521. 
他 验证 出 后 5 个 中 的 第 一 个 是 有 奇 的 平方 过 剩 量 的 最 小 整数 . 在 
那 以 后 Sidney Kravitz 又 给 出 两 个 解 

seré 


n-2-3-1657, — k-3-:11:359, 

n = 24-31? + 7992220179128893? , k = 44498798693247589. 
在 后 一 解 中 有 31 整除 &. Erdss 想 求 刻画 使 |c(z) -2n | <C Ot 
某 个 常数 C) 成 立 的 大 数 之 特征 .例如 n=2”: 对 其 他 的 无 穷 多 个 
类 , 见 Makowski 的 两 篇 论文 . 

Wall, Crews 和 Johson 证 明了 :过 剩 数 的 密度 在 0. 2441 和 
0.2909 之 间 . 在 1983 年 8 H 17 日 的 一 封 信 中 ,Wall 断言 把 上 述 范 
围 缩 小 到 了 0.24750 和 0.24893 之 间 . Erdés 问 这 一 密度 是 否 是 无 
理 数 ? 

Sierpinski 称 一 个 数 为 伪 完 全 数 ( pseudoperfect) ,如 果 它 是 它 
的 某 些 因子 的 和 .例如 20=1+4+5+10.FErdss 证 明了 它们 的 密 
度 存在 ,又 说 或 许 存在 整数 n, 它 不 是 伪 完 全 数 , 但 有 n= ab,a 为 
过 剩 数 ,而 b 有 许多 素 因 子 :实际 上 5b 能 有 许多 小 于 a 的 素 因子 
吗 ? 

对 n>3, Abbott 用 1 = 1(n) 表 示 满 足下 列 条 件 的 最 小 整数 ; 
THE n 个 整数 1 入 ua， X a3 € € a, =/, 使 得 对 每 个 A als 
= Ma (FE s 是 擅 完全 数 ) .他 能 证 明 : 对 某 个 cl >0 和 所 有 n 
Z3 (n) > nh, X XE SEA cx >0 和 无 穷 多 个 n 有 lL(n)< 
niin | 

称 一 个 数 为 本 原 过 剩 (primitive abundant) 89, WRE RTH 
数 ,但 它 所 有 的 真 因子 都 是 亏 数 . 称 一 个 数 为 本 原 伪 完 全 数 (prim- 
itive pseudoperfect) ,如 果 它 是 擅 完 全 数 ,但 它 所 有 的 真 因子 都 不 
是 伪 完全 数 . 如 果 n 的 所 有 因子 的 调和 平均 是 一 个 整数 , Pomer- 
ance 称 之 为 一 个 调和 数 ( harmonic number). A. Zachariou 和 E. 
Zachariou 称 这 些 数 为 “Ore 数 ”, 称 本 原 伪 完 全 数 为 “不 可 约 半 完 全 
C. 他们 注意 到 伪 完 全 数 的 任何 倍数 都 是 伪 完 全 数 , 伪 完 全 数 与 
调和 数 都 把 完全 数 作为 它们 的 真子 集 .最 后 这 个 结果 属于 Ore. 所 
ARR” p mE, p. ETE 2” 和 2”!! 之 间 的 素数 ) 都 是 本 原 伪 完 
全 数 ,但 也 有 不 是 此 形状 的 本 原 伪 完 全 数 ,如 770. 有 无 穷 多 个 不 
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是 调和 数 的 本 原 伪 完 全 数 . 最 小 的 奇 本 原 伪 完 全 数 是 945. Erdos 
能 证 明 奇 本 原 伪 完全 数 个 数 无 穷 . 

García 把 调和 数列 表 扩大 到 包括 小 于 107 中 所 有 45 个 调和 
数 ,他 还 发 现 了 另外 200 个 大 的 调和 数 .除了 1 和 完全 数 外 ,最 小 
的 调和 数 是 140. BT. 1, 有 任何 调和 数 是 平方 数 吗 ? 这 样 的 数 有 
无 穷 多 个 吗 ? 如果 是 这 样 , 试 求 小 于 x 的 这 种 数 的 个 数 的 上 界 和 
下 界 . Kanold 证 明了 它们 的 密度 为 0, Pomerance 则 证 明了 形 如 
Pd Cp, q 为 素数 ) 的 调和 数 是 偶 完全 数 . 如 果 n= pig’ 是 调和 
数 , 它 是 偶 的 吗 ? 

调和 平均 取 什 么 样 的 值 ? 可 能 不 取 4,12,16,18,20,22,… 它 
取 到 23 吗 ? Ore 猜想 每 个 调和 数 都 是 偶数 ,这 将 蕴含 不 存在 奇 完 
全 数 ! 

Bateman, Erdós, Pomerance 和 Straus 证 得 使 o(n)/d(n) 取 
整数 值 的 的 集合 之 密度 为 1, 使 s(n)/a(n)? 取 整 数值 的 ”的 
集合 之 密度 为 十 ,不 超过 z 的 形 如 a(n)/d(n) 的 有 再 数 的 个 数 
为 o(z). 他 们 希望 求 出 

ly 

X 
的 渐 近 公式 , 求 和 取 过 所 有 不 超过 z BL fid (n ) 不 整除 o(n) 的 整 
数 .他 们 还 注意 到 使 d (n) BERR s(n) =0(n) ^ n 的 整数 的 密 
度 为 0, 因 为 对 几乎 所 有 的 n,d(n) 和 ol(n) 都 可 以 被 2 UTE 
整除 ,而 n 只 能 被 2 的 低 次 寡 整 除 . 

Benkoski 称 一 个 数 为 奇异 数 (weird) ,如 果 它 是 过 剩 数 但 不 是 

伪 完 全 数 .例如 70 不 是 

1+2+5+7+10+14+35=74 
的 任何 子 集 的 和 .在 小 于 一 百 万 的 整数 中 有 24 个 本 原 奇 异 数 :70， 
836,4030,5830,7192,…. 非 本 原 的 奇异 数 有 70p (p 为 素数 且 
p>a(70)=144),836p ( p = 421,487,491 È p 557 的 素数 ) 
VAR. 7192-31. Kravitz 发 现 了 一 些 大 的 奇异 数 , Benkoski 和 Erdós 
证 明了 其 密度 为 正 . 这 里 有 一 些 未 解决 的 问题 :是 否 存在 无 穷 多 个 
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本 原 过 剩 数 ,它们 也 是 奇异 数 ? 每 个 奇 过 剩 数 都 是 伪 完全 数 吗 ( 即 
不 是 奇异 数 )? 对 奇异 数 n,o(n)/n 能 否 任意 大 ? Benkoski 和 
Erdós 猜想 最 后 那个 问题 的 答案 是 否定 的 ,Erdss 还 对 最 后 两 个 问 
题 的 解答 分 别 悬 赏 10 美元 和 25 美元 . 

他 还 问 是 否 有 适合 下 述 条 件 的 所 谓 外 奇异 数 (extra-weird 
number) n 存在 :co(n) >3n,n 不 能 用 两 种 方式 (无 重复 ) 表 成 n 
的 不 同 因子 之 和 . 例如 ,180 不 附 合 条 件 ,虽然 有 o (180) = 546, 
180=30+60+90, 而 且 它 还 是 它 的 除了 6 以 外 的 所 有 其 他 因子 之 
和 . 

一 个 数 被 称 为 多 重 完全 数 (multiply perfect), 或 重 完 全 数 
(multiperfect) ,或 & - 重 完全 数 (k-fold perfect), WR o(n) =kn(k 
为 整数 ). 例 如 ,通常 的 完全 数 是 2- 重 完全 数 ,120 是 一 个 3- 重 完 
全 数 . Dickson 的 History of the Theory of Numbers 记录 了 长 时 期 
以 来 人 们 对 这 种 数 的 兴趣 . Lehmer 指出 : 如果 n 为 奇数 ,那么 仅 
当 2n 是 3- 重 完全 数 时 ” 才 是 完全 数 . 

Selfridge 和 其 他 人 注意 到 恰 有 6 个 已 知 的 3- 重 完全 数 ,它们 
形 如 24 一 1(h =4,6,9,10,14,15). 例 如 ,其 中 第 三 个 数 可 写成 

c (28+7+73+37°19+5) = (2? - 1)(23)(37+2)(19+2)(5+27) (23). 
对 36 个 已 知 的 4- 重 完全 数 来 说 似乎 也 有 类 似 的 说 明 , 其 中 最 后 
那个 数 是 由 Poulet 早 在 1929 年 就 已 经 发 表 了 . 

多 年 来 & 的 最 大 已 知 的 值 是 8, 对 此 Alan L. Brown 给 出 了 3 
个 例子 ,Franqui 和 Garcia 给 出 另外 两 个 . Stephen Gretton 找到 了 
大 批 3- 重 完全 数 ,还 有 许多 5- 重 ,6- 重 ,7- 重 完全 数 ,还 有 一 个 8- 
重 完全 数 , 即 
262.315.5977 -11? 133-17? -19-23-29*312-37-41:43-53-61?-71?- 
73-83-89 + 97? -127 -193-283- 307 317 - 331337: 487 521? 601 
1201-1279-2557-3169-5113-92737 649567 
相信 它 是 这 种 数 中 最 小 的 一 个 . 

1992 年 末 和 1993 年 初 Fred Helenius Xf k =9 发 现 了 好 几 个 
例子 ,最 小 的 是 
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214 33525176712. 146 135+ 17 193-232 29? - 312 +374 41-43-47? -53 
+61?+67°71+73+79" 83? -892-97-103- 109+ 127+ 1317+151+ 157-167 
+179? -197-211 +227+ 331 + 347 + 367 - 379 + 443 - 523 - 599 - 709 -757- 
829-1151 1699 - 1789 - 2003 +2179 - 2999 - 3221 - 4271 4357 - 4603- 
5167- 8011 - 8647 - 8713 - 14951 - 17293 - 21467 - 29989 - 110563 - 
178481 + 530713 + 672827 - 4036961 - 218834597 - 16148168401 - 
151871210317 -2646507710984041 . 

问题 是 可 以 大 到 我 们 希望 的 那样 吗 ? Erdos 猜想 k = 
olin Inn). EBA AVA Mt R23 仅 有 有 限 多 个 BEAR. 

Rich Schroeppel 编写 了 一 个 尽 可 能 完全 的 多 重 完全 数 表 , 对 
于 那些 相信 自己 发 现 了 新 的 多 重 完全 数 的 人 ,可 以 用 他 的 表 来 作 
检查 . GREAT SL = BEM , Shigeru Nakamura 把 我 的 注意 力 吸 引 到 
Motoji Yoshitake 的 工作 ,他 列 出 了 3 个 5- 重 完全 数 ,30 个 6- 重 完 
全 数 ,35 个 7- 重 完全 数 和 8 个 8- 重 完全 数 .其 中 的 2+20+8+0 
个 归功 于 Carmichael, Mason 或 Cunningham. 他 的 8- 重 完全 数 中 
有 一 个 是 由 Brown 给 出 的 ,另外 有 一 个 是 在 此 数 中 用 194-151 
911 替换 19?- 127 得 到 的 . 这 一 代 换 是 由 Cunningham 在 1902 年 
发 现 的 , 它 可 以 应 用 到 Carmichael-Mason 的 表 中 ,从 而 给 出 50 个 
重 完全 数 . 他 还 注意 到 ,Carmichael 和 Mason 误 把 137561 = 151 
911 和 485581 =277.1753 当成 了 素数 . 1992 年 我 们 已 经 知道 700 
个 k- ETEA). 1993 年 1 月 ,这 个 数字 扩大 到 1150 个 ,从 
Fred Helenius 的 发 现 中 我 们 看 到 有 114 个 7- 重 完全 数 ,327 个 8- 
重 完全 数 和 2 个 9- 重 完全 数 . 他 每 个 月 不 断 发 现 一 些 新 的 数 , 因 
此 ,要 想 让 本 书 的 这 一 节 赶 上 时 代 比 让 本 书 其 余部 分 赶 上 时 代 就 
更 不 可 能 了 .到 三 月 份 ,这 种 数 的 总 数 已 接近 1300 个 ,1993 年 9 
月 8 日 Schroepel 的 一 封 信 的 附 言 中 给 出 1526 个 ,而 到 他 次 日 寄 
出 这 封 信 时 该 数 已 达 1605 个 . 

车 ”是 一 个 奇 的 3- 重 完全 数 , 则 McDaniel, Cohen, Kishore, 
Bugulov, Kishore, Cohen 和 Hagis, Reidlinger 以 及 Kishore 分 别 
证 明了 w (n)>9,9, 10, 11, 11, 11, 12 和 12. Beck 和 Najar, 
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Alexander, VA X CohenHagis 证 明了 n > 10°, 1010”. Cohen 和 
Hagis 证 明了 的 最 大 素 因 子 至 少 是 100129, 第 二 大 素 因 子 至 少 
是 1009. 

Shigeru Nakamura 写 道 :1966 年 Bugulov 证 明了 奇 - 重 完全 
HENA o 个 不 同 的 素 因 子 ,其 中 (k,w)= G,11), (4.21), (5, 
54)(MR 37 #5139 及 rNT A32-96 中 的 叙述 并 不 正确 ). Naka- 
mura 宣称 他 证 明了 :对 偶 的 &- 重 完全 数 有 


w>max|k3/81 + Š 48/2500 +2.9, & /(14-109) +2.9999}, 


而 对 奇 的 k- SERA 
w >max{ 5/60+ 47, &8/50~ 20.8,73749 109 + 11.5]. 


这 些 改进 了 Cohen 和 Hendy 以 及 Reidlinger 的 结果 ;对 Bugulov 的 
结果 ,他 也 给 出 了 改进 :(k,w)= (4,23), (5,56), (6,142), (7, 
373). 

Minoli 和 Bear 称 n FÈ k- 5e 4-3 ( &- hyperperfect) ,如 果 n = 
1+A > di ,这 里 求 和 经 过 所 有 真 因子 ,1< di< n AT Ro (n) 
=(k+1)n +k -1. AMM, 21,2133 ftl 19521 是 2- 超 完全 数 ,325 
是 3- 超 完全 数 .他 们 猜想 对 每 个 有 k- 超 完全 数 存 在 . 

Ron Graham 问 是 否 由 s(n) 7 Ln /2 RIEHI n 或 为 2, 或 为 3 
WIRE? 

Erdós $ f(n ) 表 示 使 得 对 某 个 有 n = Da 成 立 的 最 小 整 
Box 1-4; <d:< <d; = f(n)É FORF ET. 


BGA f(n) = 0(n)? 或 者 它 只 对 几乎 所 有 的 n HR, H 


lim supf()/n = 00? 
n 12345678 9 1011 12 13 1415 1617 18 19 20 21 22 23 24 2526 2728 
f(n) 1—23— 547151221 6 9 13 8 1230 1042 19 1820 57 14 36 46 30 12 


Erdés 定义 n, 为 具有 下 述 性 质 的 最 小 整数 :如 果 把 m 的 真 
因子 分 成 k 个 类 , n, 总 是 等 于 同一 个 类 中 不 同 因子 的 和 . 显然 
n1=6, 但 是 他 甚至 不 能 证 明 n 的 存在 . 
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B3. 单 完全 数 


如 果 d Rn, dl n/d, WER d J& n 的 一 个 单 因子 (unitary 
divisor). 如 果 数 ”是 它 的 除去 自身 以 外 的 单 因 子 之 和 , 则 称 之 为 
单 完 全 数 (unitary perfect number). 没有 奇 的 单 完 全 数 存 在 . 而 
Subbarao 猜想 只 有 有 限 多 个 偶 的 单 完全 数 存在 . Subbarao, Carlitz 
和 Erdós 每 人 为 解决 此 问题 都 悬赏 10 美元 ,Subbarao 对 每 个 新 的 
例子 还 悬赏 10 RS. Fn = 2^m (其 中 m AAR, AA r 个 不 同 
的 素 因子 ) , 则 Subbarao 和 其 他 人 证 明了 :除了 2.3,22.3.5,2.32 
5 以 及 26.3'5.7.13 外 ,没有 单 完全 数 满足 < 委 10 或 者 r<6. S. 
W. Graham 证 明了 :上 述 第 一 和 第 三 个 数 是 仅 有 的 形 如 24m (m. 
为 无 平方 因子 的 奇数 ) 的 单 完全 数 ;而 Jennifer DeBoer 则 证 明了 : 

.10. 


上 面 的 第 二 个 数 是 仅 有 的 形 如 273? m (m 16 且 无 平方 因子 ) 的 单 
完全 数 . 
Wall 找到 了 单 完全 数 
218.3.54.7.11.13.19.37.79.109.157.313， 
他 证 明了 这 是 第 五 个 这 样 的 数 . 他 还 可 以 证 明 任 何其 他 的 单 完全 
数 都 有 一 个 大 于 25 的 因子 .Frey 证 明了 : 若 N=2” pu pt 是 
单 完 全 数 , 生 满足 NL3, 则 必 有 m>144,r>144 以 及 N>10440. 

Peter Hagis 研究 了 单 的 重 完全 数 (unitary multiperfect num- 
ber) :这 种 数 没有 奇 的 .用 o (n) RAR ”的 单 因子 之 和 . 如 果 
0o"(n)= kn An 有 + 个 不 同 的 奇 素 因 子 , 那 么 由 &=4 或 6 即 可 
HEA n> 101, 1251 以 及 2” | iilii £28 即 可 推出 有 n> 
10 LAR k>247; XH ASS 为 奇数 即 可 推出 有 n > 10%! , 12166 
WR 2/8] n. 

Cohen 称 整 数 n 的 一 个 因子 4 为 n 的 一 个 1- 元 因子 (1-ary 
divisor) ,如 果 d 1. n/d iff d Ain 的 一 个 -元 因子 (h-ary divisor) 
(>>1) 并 记 为 dlin ,如果 d n/d 的 最 大 (k 一 1)- 元 公 因 子 为 1 
( 记 为 (d,n/d);-1=1). 根 据 这 一 记号 ,dn Md || n 可 以 写成 
dlon 和 dl|in. 他 还 称 p* E p(y 20) —1 76 8 7C IA T. Cinfinitary 
divisor) ,如 果 有 ply- p". 这 就 对 早先 的 概念 提出 了 无 穷 元 类 似 
概念 .用 ow(n ) 表 示 n 的 无 穷 元 因子 之 和 . 他 发 现 了 14 个 无 穷 元 
完全 数 , 即 满足 rw(z) = kn 及 k=2 WH; k=3 发现 了 13 个 
这 样 的 数 ; 对 &= 4 发 现 了 7 个 这 样 的 数 ;而 对 上 =5 则 发 现 了 2 
个 这 样 的 数 . 没 有 这 样 的 奇数 . 他 猜想 :没有 不 被 3 整除 的 无 穷 元 
重 完 全 数 . 

注意 , Suryanarayana( 他 也 用 了 “k- 元 因子 ”这 一 术语 ) 和 Alladi 
给 出 了 单 因 子 的 不 同 的 推广 
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B4. 亲 和 数 


两 个 不 相等 的 数 m 入 称 为 亲 和 的 (amicable), 如果 每 个 数 
都 是 另 一 个 数 的 所 有 真 因 子 之 和 , 即 o(m)=o(n)=mitn. BA 
有 几 千 个 这 样 的 数 对 . 最 小 的 一 对 亲 和 数 中 较 小 的 那个 数 是 220 
( 它 出 现在 《创世纪 ;第 32 3€ 14 行 中 ) , 自 那 时 以 来 , 亲 和 数 使 希腊 
人 阿拉伯 人 及 其 他 许多 国家 的 人 着 了 迷 . 有关 亲 和 数 的 历史 可 以 
看 Lee 和 Madachy 的 文章 .根据 英国 国王 James 一 世 的 钦 译 《 圣 
经 》, 世 纪 初 创 是 把 200 个 肉 性 动物 和 20 个 雄性 动物 融合 在 一 起 
而 成 功 的 . Aviezri Fraenkel 在 《圣经 》 的 首 五 卷 中 写 下 了 这 些 内 容 ， 
它们 出 现在 第 32 章 15 行 中 (此 处 原 书 有 误 , 但 根据 作者 意见 ,未 
作 改 动 ); 在 《以 斯 拉 书 》 第 8 章 20 行 以 及 《 历 王 记 》 第 15 章 6 行 
中 更 加 令 人 信服 地 给 出 了 数 220; 在 《 尼 希 米 记 ) 第 11 章 18 行 中 
给 出 了 284( 它 是 最 小 的 那 对 亲 和 数 中 较 大 的 那个 数 一 一 译 者 
注 ). 他 注意 到 这 三 处 是 密切 相关 的 :他 们 全 都 与 Levi(Levi 是 《 创 
世纪 》 中 的 人 物 , 他 是 Jacob 与 Leah 的 第 三 个 儿子 一 一 译 者 注 ) 的 
部 落 有 关 , 这 个 部 落 的 名 字源 于 Levi 的 母亲 要 与 他 的 父亲 亲 和 的 
愿望 (《《 创 世纪》 第 29 章 34 行 ). 

不 知道 是 否 有 无穷 多 个 亲 和 数 ,但 人 们 相信 和 如 此 .实际 上 
Erdos 狂想 :满足 m< n< c 的 这 种 数 对 的 个 数 A(z) 至 少 有 zl 
个 .他 改进 了 Kanold 的 一 个 结果 ,由 此 证 明了 A(z)=o(z). 他 的 
方法 可 以 用 来 证 明 A (x) cx An ln Inz. Pomerance 得 到 了 进 一 
步 的 改进 

A(x) < xexpl- c(ln In InzIn In In Inz )!72] . 
Erdós 猜想 对 每 个 & 有 A(z) = o( z/ (Inz)*), ifi Pomerance 
则 证 明了 更 强 的 结果 
A(x) < zexp|— (Inx)!4}. 
这 蕴含 亲 和 数 的 倒数 之 和 有 限 ,这 是 一 个 新 近 才 知 道 的 事实 .他 还 
注意 到 ,他 的 证 明 可 以 经 过 修改 用 来 证 明 更 强 一 点 的 结果 
.73 . 


A(x) < xexpl- c(In In Inz)!2]. 

Herman te Riele 找 出 了 较 小 的 那个 亲 和 数 小 于 1080 的 所 有 
1427 对 亲 和 数 . 他 注意 到 量 A Cx) (Inx )3/2'7 5j 147.6 相当 接 
近 , 但 是 我 怀疑 更 强 有 力 的 方法 会 要 求 指数 1/2 增加 到 非常 接近 
1.D. Moews Ml P. C. Moews 继续 这 一 搜寻 亲 和 数 的 工作 直到 超过 
2-10! .通过 Battiato 和 其 他 人 的 努力 ,已 经 找到 40 万 对 亲 和 数 . 

te Riele 发 现 了 一 些 很 大 的 亲 和 数 对 ,它们 有 32,40,81 和 152 
位 数字 ;Kaplansky 在 1975 年 的 Encyclopedia Britannica Yearbook 
的 “数学 "条 目 中 提 到 了 他 发 现 的 这 些 数 .而 以 前 已 知 最 大 的 亲 和 
数 对 只 有 25 位 数字 .最 近 ,te Riele 通过 一 张 有 92 个 已 知 亲 和 数 
对 的 “ 母 表 " 构 造 出 2000 多 对 有 多 到 38 位 数字 的 新 亲 和 数 对 ,以 
及 5 对 有 239 位 到 282 位 数字 的 新 亲 和 数 对 . 1993 年 中 期 已 知 最 
大 的 亲 和 数 对 有 1041 位 数字 : 

(29 pq, rstu ,2 p? qu) 
其 中 p = 5661346302015448219060051 ; q, 和 go 形 如 bc? — 1,3X HE, b; 
= 5797874220719830725124352, b = 5531348900141215019827200, c = 
5661346302015448219060051; 又 r = 569, s = 5039, t = 1479911, u = 
30636732851; E. v = 136527918704382506064301 . 这 是 由 Holger 
Wiethaus 发 现 的 ,他 是 我 1988 年 在 Dortmund 的 学 生 . 

Elvin J. Lee 给 出 过 好 几 个 判别 形 如 (2"pq ,2"rs) 的 亲 和 数 的 
方法 ,其 中 p,g,r 是 适当 形状 的 素数 .例如 
p-3-27!-1,94235:2^*! -29, 2 1-2! -1, 52 15-27*1- 
13, 

但 是 同时 找到 4 个 这 样 的 素数 是 很 难得 的 . 

Borho, Hoffman 和 te Riele 取得 了 很 大 的 进展 ,他 们 都 用 到 
了 推广 的 Thabit 法 则 加 上 实际 计算 . 上 面 提 到 的 1427 对 亲 和 数 
中 ,除了 17 对 满足 m + n=Omod9 的 以 外 ,其 余 全 部 都 是 由 他 们 
发 现 的 .最 小 的 例外 是 Poulet 的 数 对 
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24+ 331- 
199 - 661 


它们 满足 m + n=S5mod9, te Riele 则 给 出 了 头 一 批 满 足 m,n 为 
偶数 且 m + n=3mo0d9 的 例子 : 

$. 19? - 103 - 1627 Q 2-19- [13° + 37 + 43 + 139 

3847 - 16763 {41 + 151 - 6709 

还 不 知道 是 否 有 使 m,n 奇偶 性 相反 或 使 m | 的 亲 和 数 对 
存在 .Bratley 和 Mckay 猜想 :所 有 奇 亲 和 数 对 的 两 个 数 都 可 被 3 
整除 ,但 Battiato 和 Borho 造 出 了 位 数 从 36 到 73 的 15 个 反例 .在 
一 封 写 于 1987 年 5 月 15 日 的 信 中 ,te Riele 宣布 得 到 一 个 33 位 
的 例子 : 

5- P» 11? 13-17- 19 .23.37.181 
101 - 8643 - 1947938229 
[365147 - 47303071129. 
这 是 否 是 满足 此 种 条 件 的 最 小 的 数 对 ?是 否 存在 奇 亲 和 数 对 , 它 
恰 只 有 一 个 数 能 被 3 整除 ? 

Charles Wall 的 一 个 早先 的 猜想 是 奇 亲 和 数 对 必 模 4 不 同 余 . 
他 说 ,这 一 猜想 为 真 即 蕴含 不 存在 奇 完全 数 . 故 寻 找 一 个 反例 可 能 
比试 图 证 明 它 要 更 为 恰当 . 

在 1978 年 的 最 佳 图 书 Mathematical Magic Show p. 169 上 
Martin Gardner 对 亲 和 数 的 数字 根 (所 谓 数字 根 , 系 指 关 于 模 9 的 
剩余 类 一 一 译 者 注 ) 做 出 一 个 猜想 . Lee 证 明了 : 如 果 (2"pgr， 
2"stu) 是 一 对 亲 和 数 ,其 和 不 被 9 整除 , 则 每 一 个 数 都 同 余 于 
7mod9. 由 此 他 部 分 地 证 实 了 上 述 猜 想 . 

Peter Hagis 和 Mariano García 研究 了 单亲 和 数 (unitary ami- 
cable number) ,他 们 给 出 了 82 对 这 样 的 数 . 
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BS. 拟 亲 和 数 或 匹配 数 


Garcia F&—XPC m , n) , m € n 为 拟 亲 和 的 (quasiamicable) , 
如 果 有 
a(m) = o(n) = mtn. 
Bild (48,75), (140, 195), (1575, 1648) , (1050, 1925) #1 (2024, 
2295) 均 是 . Rufus Isaacs 注意 到 m 和 中 每 个 数 都 是 另 一 个 数 的 
(去 掉 1 及 其 自身 的 ) 所 有 真 因子 之 和 ,于 是 更 恰当 地 称 它们 为 匹 


P r 


配 数 (betrothed number). 

Makowski 给 出 了 匹配 数 的 例子 以 及 亲 和 三 数组 (amicable 
triple) 

ol(a)=0o(b)=o(c)=atb+te 
的 例子 ,例如 22.32.5.11,25.32.7,22.32.71. 类 似 地 ,在 一 封 1992 
年 7 月 20 日 的 信 中 ,Yasutoshi Kohmoto MÆR la, b,c, d| HH 
亲 和 的 (quasi-amicable) ,如 果 
o(a) = o(5) = o(c) = o(d) =atbtcer+d. 

作为 不 是 3 的 倍数 的 例子 ,他 给 出 

a=z"173.1933058921.149.103540742849 ， 

b = x:173:1933058921-15531111427499, 

c = x:336352252427*149*103540742849, 

d = x*336352252427 15531111427499. 
dtp x 是 数 

5972111721929? 67-71?- 109+ 131 139+ 179-307 +431 +521 +653- 
1019+ 1279+2557+3221+5113+5171-6949 

与 一 个 完全 数 2^! M,CM, = 2^ 一 1 为 Mersenne 素数 , 见 A3) AY 
乘积 (p>3). 

Hagis 和 Lord 找到 了 满足 m « 107 的 所 有 46 对 匹配 数 .它们 
全 都 有 相反 的 奇偶 性 . 目前 还 不 知道 有 使 mAn 有 相同 奇偶 性 的 
匹配 数 存在 .如 果 有 的 话 , 则 必 有 m > 1079 WE mln, W mn 至 
少 包含 4 个 不 同 的 素 因 子 , 又 如 果 mn 为 奇数 ,那么 mn 至 少 包含 
21 个 不 同 的 素 因 子 . 

Beck 和 Najar 称 这 样 的 一 对 数 为 约 化 的 亲 和 数 对 ,并 把 满足 

o(m) = a(n) =mtn-1l 

的 数 m 和 称 为 增长 的 亲 和 数 对 . 他 们 发 现 了 11 对 增长 的 亲 和 
数 ,但 在 n «10 以 内 没有 发 现 约 化 的 或 增长 的 单亲 和 数 或 交际 
数 ( 见 B8). 
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B6. 真 因子 序列 


既然 有 些 数 是 过 剩 数 ,有 些 数 是 不 足 数 ,人 们 自然 会 问 :在 作 
函数 s(n) =o(n) — n HERY E H AAF J (aliquot se- 
quence) | * (n) ,& 20,1,2,- Hd, RATA? Catalan 和 Dick- 
son 猜想 :所 有 这 样 的 序列 都 是 有 界 的 ,但 是 现在 我 们 通过 合理 的 
讨论 ,有 证 据 表 明 : 某 些 序列 ,可 能 是 那些 n 取 偶数 的 序列 是 趋向 
无 穷 的 .对 该 序列 的 有 界 性 曾 存 有 怀疑 的 最 小 的 n 是 138, 然而 
D. H. Lehmer 最 终 证 明了 :在 达到 最 大 值 

517(138) = 179931895322 = 2 - 61 - 929 - 1587569 
之 后 ,该 序列 终止 于 7 (138) = 1. 下 一 个 仍 有 怀疑 的 数 是 276. 
Lehmer 对 它 作 了 大 量 计算 ,后 来 在 得 到 Godwin, Selfridge, Wun- 
derlich 以 及 其 他 人 的 帮助 ,把 计算 推进 到 54° (276) ,这 些 结果 曾 
在 第 一 版 中 提 到 过 . Thomas Struppeck 将 这 一 项 作 了 分 解 , 并 且 又 
进一步 计算 了 两 次 和 迭代. Andy Guy 写 了 一 个 PARI 程序 , AAF 
始 彻夜 工作 ,验证 了 以 前 的 所 有 计算 ,并 一 直 计 算 到 ;37(276). 

前 途 未 下 的 头 几 个 序列 是 “Lehmer 的 6 个 数 ”, 即 以 276, 
552,564,660,840 以 及 966 开始 的 序列 .我 们 的 程序 证 明了 :840 
序列 取 到 素数 576 (840) = 601, 并 作为 一 个 终止 的 序列 的 最 大 值 
给 出 了 一 个 新 的 记录 : 


59 (840) = 3463982260143725017429794 1360980721 46586526240388 
= 2? «64970467217 -6237379309797547 -21369655584781 12990003. 
这 一 记录 最 近 被 Mitchell Dickerman 打破 ,他 发 现 1248 序列 的 长 


度 为 1075 项 , 取 到 的 最 大 值 为 
559 (1248 ) = 1231 636691 923602 991963 829388 638861 714770 651073 


275257 065104 = 2* p 

(有 58 位 ). 他 还 将 276 序列 算 到 第 628 项 ,该 项 有 65 位 数字 . 
Godwin 研究 了 起 始 数 在 1000 和 2000 之 间 的 14 个 主要 的 序列 ， 
其 结果 尚 不 知晓 ,但 发 现 序列 1848 是 终止 的 .我 们 发 现 以 2580， 
2850,4488,4830,6792, 7752,8862 以 及 9540 开始 的 序列 也 都 是 


终止 的 序列 . 

H. W. Lenstra 证 明了 :能 造 出 任意 长 的 单调 增加 的 真 因子 序 
列 . 见 B41 中 提 到 的 由 4 个 人 合 写 的 那 篇 论文 . 下 述 参考 文献 中 的 
最 后 一 篇 有 与 数论 函数 迭代 有 关 的 60 篇 文献 目录 . 
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B7. 真 因子 圈 或 交际 数 


Poulet 发 现 了 两 个 数 图 ,这 说 明 除了 1 和 2 以 外 ,%(z) 还 可 
以 有 周期 Al 28. Xt L=0,1,2,3,4mod5, + (12496) BUH 
12496= 24-11-71, 14288=24+19-47, 15472=24-967, 
14536 = 23-23-79, 14264 =23+1783. 
对 三 0,1,…,27mod 28, * (14316) BUA 
14316 19116 31704 47616 83328 177792 295488 
629072 589786 294896 358336 418904 366556 274924 
275444 243760 376736 381028 285778 152990 122410 
97946 48976 45946 22976 22744 19916 17716. 
在 停滞 50 多 年 之 后 ,由 于 高 速 计 算 机 的 出 现 ,Henri Cohen 发 
现 了 9 个 周期 为 4 的 圈 , Borho, David 以 及 Root 也 有 一 些 发 现 . 
最 近 ,D. Moews 和 P. C. Moews 对 最 大 元 素 小 于 1019 455% fb BL t 
了 彻底 的 搜索 ,一 共 找到 24 个 图, 每 个 图 中 最 小 的 数 是 
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1264460 7169104 46722700 330003580 2387776550 4424606020 
2115324 18048976 81128632 498215416 2717495235 4823923384 
2784580 18656380 174277820 1236402232 2879697304 5373457070 
4938136 28158165 209524210 1799281330 3705771825 8653956136. 
D. Moews fill P. C. Moews 47 Hi 5 AY 4- PB, ZE 1990 4F 9 H 
1 日 的 一 封 信 中 ,又 给 出 另 一 个 大 的 4- 图 ,其 中 最 小 的 数 是 
25-79-1913:226691-207722852483. 
他 们 还 发 现 了 一 个 8- 图 : 
1095447416 1259477224 1156962296 1330251784 
1221976136 1127671864 1245926216 1213138984. 
Ren Yuanhua 也 发 现 了 3 个 4- 圈 ,Achim Flammenkamp 同样 发 现 
了 许多 这 样 的 图 ,同时 他 还 发 现 了 第 二 个 8- 图 : 
1276254780 2299401444 3071310364 2303482780 
2629903076 2209210588 2223459332 1697298124 
和 一 个 9- 圈 : 
805984760 1268997640 1803863720 2308845400 3059220620 
3367978564 2525983930 2301481286 1611969514. 
D. Moews 和 P. C. Moews 继续 作 穷 举 搜索 ,以 图 找 出 长 度 任 
意 \ 其 中 最 大 数 的 前 一 元 素 小 于 3.6*10 的 所 有 的 图 .在 此 范围 内 
还 有 3 个 4- 圈 ,它们 的 最 小 元 素 是 
15837081520 17616303220 ^ 21669628904, 
还 有 一 个 所 有 元 素 均 为 奇数 的 6- 图: 
21548919483 = 35.72.13.17.19.431， 
23625285957 = 35.72.13.19.29.277， 
24825443643 = 3*7? -11-13-19-20719, 
26762383557 = 34.72 -13-19-27299, 
25958284443 = 3?- 7 -13-19- 167-1427, 
23816997477 = 3?- 7? -13-19-218651. 
人 们 猜想 没有 3- 圈 . 另 一 方面 ,又 猜想 对 每 个 上 有 无 穷 多 个 
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B8. 单 真 因子 序列 


真 因子 序列 和 真 因子 圈 的 思想 可 以 应 用 于 仅 对 单 因子 求 和 的 
情形 ,从 而 产生 所 谓 的 单 真 因子 序列 (unitary aliquot sequence) 和 
单 交 际 数 (unitary sociable number). 当 考 虑 的 仅仅 是 对 单 因子 求 
和 时 ,就 用 o*(n) 和 s*(n) 来 取代 对 应 的 函数 o(n) 和 s(n)( 与 
B3 比较 ). 

是 否 存 在 无 界 的 单 真 因子 序列 ? 对 此 作出 估计 要 比 在 通常 真 
因子 序列 的 情形 有 更 高 的 技巧 . 仅 有 的 值得 认真 考虑 的 序列 是 包 
含 6 的 奇 倍数 的 序列 ,6 既是 一 个 单 完全 数 , 也 是 一 个 通常 的 完全 
数 .如 果 3 | n ,序列 趋 于 增加 ,但 当 存 在 3 的 高 次 寡 时 ,序列 将 减 
小 , 何 种 情形 将 起 主导 作用 则 是 值得 研究 的 问题 .一 旦 序列 有 一 项 
FE 6m (m 为 奇数 ) ,那么 c” (6m ) 就 是 6 的 偶 倍 数 , 而 ;" (60 ) 则 
再 次 是 6 的 奇 倍数 (除了 在 m 是 4 的 某 个 奇 次 寡 这 种 极端 罕见 的 
情形 之 外 ). 

te Riele 致力 于 寻求 n<105 的 所 有 单 真 因子 序列 . 仅 有 的 一 
个 不 终止 的 也 即 变 成 周期 性 循环 的 序列 是 89610. 此 后 的 计算 表 
明 , 它 在 第 568 项 达到 最 大 值 

645 856907 610421 353834 = 2*3? 13 19-73-653- 3047409443791, 

并 终止 于 第 1129 项 . 

不 到 你 所 期 待 的 素 因 子 个 数 很 大 的 时 候 , 很 难 指望 会 有 典型 

的 性 状 出 现 .因为 这 个 数 有 In Inn 这 么 大 ,这 种 序列 常会 超出 计算 
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机 的 能 力 范围 .对 接近 107 AY 80 个 序列 作 检 查 发 现 ,所 有 序列 都 
终止 或 变 成 周期 性 循环 的 ,其 中 有 一 个 序列 超过 了 102. 

单亲 和 数 对 和 单 交 际 数 可 能 比 它们 的 通常 的 对 应 物 ( 指 亲 和 
数 对 和 交际 数 一 一 译 者 注 ) 出 现 得 更 加 频繁 . Lal, Tiller 和 Sum- 
mers 发 现 了 周期 为 1,2,3,4,5,6,14,25,39 以 及 65 的 圈 . 单 亲 和 
数 对 的 例子 是 (56430, 64530) 和 (1080150, 1291050), 而 (30, 42, 
54) 是 一 个 3- 圈 ,(1482,1878,1890,2142,2178) 是 一 个 5- 图 . 

Cohen( 有 关 定 义 和 文 献 见 B3) 找 到 了 62 个 无 穷 元 亲 和 数 对 ， 
每 一 对 中 较 小 的 数 均 小 于 一 百 万 ,以 及 8 个 阶 为 4 的 无 穷 元 真 因 
FAA 3 个 阶 为 6 的 无 穷 元 真 因子 圈 . 其 他 像 这 样 阶 小 于 17 且 最 
小 元 素 小 于 一 百 万 的 仅 有 的 圈 是 周期 为 11 的 圈 ， 

448800, 696864, 1124448, 1651584, 3636096, 6608784 

5729136, 3736464, 2187696, 1572432, 895152. 

David Penney 和 Carl Pomerance 提出 一 种 可 能 是 无 界 的 真 因 
子 序列 , 它 基 于 Dedekind 函数 ( 见 B41). 

Erdós 在 寻找 其 迭代 可 能 有 界 的 数论 函数 时 ,建议 定义 wln) 
=n Mp ,其 中 n= [[ ph iil WI) wOf 1 ()) 13K 
到 wln) ln. ÆR ERA u^ (n), k =1,2, RARR? 是 
BA || w(n) 1<n<zr} |= 0(x)? 

Erdös 和 Selfridge 称 ”为 一 个 数论 函数 f (m ) BO BERE ( barri- 
er), 如果 对 所 有 m<n Hm + f(m)<n.Eulerg 函数 ( 见 B36) Al 
函数 o (m ) 增 长 得 太 快 ,因而 不 可 能 有 障 界 , 但 是 o (m ) 有 无 穷 多 
个 障 界 吗 ? 数 2,3,4,5,6,8,9,10,12,14,17,18,20,24,26,28， 
30,… 都 是 o (m ) 的 障 界 .2 (m ) 有 无 穷 多 个 障 界 吗 ? Selfridge 注 
意 到 99840 是 Q (m ) 的 小 于 10° 的 最 大 的 障 界 . Makowski 发 现 ， 
对 每 个 函数 而 言 ,n = 1 都 是 一 个 障 界 , 对 每 个 满足 f(1) 71 的 函 
数 F(z) 来 说 ,2 都 是 一 个 障 界 ;特别 地 ,对 m 的 因子 个 数 d(xm) 亦 
然 .不 等 式 

max|d(n—-1)+n-1,d(n-2)+n-2}2>n+2 
X227 成 立 , 对 对 =6 不 成 立 . 但 对 n>3 FA d(n-1)+2-1> 
m 


n+1, 故 d(m) 没 有 之 3 的 障 界 . 


max(m +d(m))=n+2 


是 否 有 无 穷 多 个 解 ? 这 是 很 值得 怀疑 的 . 它 有 一 个 解 是 n=24, 下 
一 个 更 大 的 解 可 能 要 超出 计算 机 的 能 力 范围 . 
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B9. 超 完 全 数 


Suryanarayana 用 o?(n)=2n 也 即 c(c(z))=2z 来 定义 超 完全 
数 (superperfect number) n . 他 和 Kanold 证 明了 : 偶 的 超 完全 数 恰 是 形 
如 22-! 的 数 , 这 里 2? — 1 是 一 个 Mersenne 素数. 是否 有 奇 的 超 完全 
数 ? 若 有 ,Kanold 证 明了 它们 必 为 完全 平方 ,而 Dandepat 和 其 他 人 
则 证 明了 :z 或 者 o(n) 至 少 可 被 三 个 不 同 的 素数 整除 . 
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更 一 般 地 ,Bode 定义 m- 超 完全 数 (mz-superperfect number) 
满足 P (n)=2n 的 整数 .他 证 明了 :对 m3, RATER m - 超 
完全 数 存 在 .他 还 证 明了 ,对 m =2 没有 小 于 10” 的 超 完全 数 存 
在 . Hunsucker 和 Pomerance 把 这 个 界 提 高 到 7x 107^. 如 果 n EE 
完全 数 , 则 对 n 以 及 a(n) 的 不 同 素 因 子 个 数 ,他 们 还 有 一 些 未 发 
表 的 结果 . 

WMR o2(n)=2n+1, 把 n 称 为 拟 超 完 全 数 与 较 早 所 用 的 术 
语 是 一 致 的 . Mersenne 素 数 正 是 这 样 的 数 . 那么 ,还 有 其 他 的 拟 超 
完全 数 吗 ? 是 否 有 满足 o*(n)=2n -1 的 “ 殉 超 完全 数 "存在 ? 

Erdós FA]: 4 hoo} (F (2) ) 是 否 有 极限 ? 他 猜想 对 每 个 
n>1 极限 均 为 无 限 . 

Schinzel 问 : 对 每 个 &, 当 n 一 时 是 否 有 lim infd(n)/n< 
co? 他 注意 到 ,对 &=2 这 一 结论 可 以 由 Rényi 的 一 个 深刻 的 定理 
得 出 . Makowski 和 Schinzel Xt k =2 时 极限 为 1 给 出 一 个 初等 证 
Hj. Helmut Maier 则 用 第 法 证 明了 =3 的 结果 . 
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B10. 不 可 及 数 


Erdós 证 明了 ,存在 无 穷 多 个 n 使 ;(zx) = 无 解 . Alanen 称 
这 样 的 数 为 不 可 及 数 (untouchable). 事实 上 Erdés 证 明了 不 可 
及 数 有 正 的 下 密度 .下 面 是 小 于 100 的 不 可 及 数 : 


2 5 52 88 96 120 124 146 162 178 188 206 210 216 238 246 
248 262 268 276 288 290 292 304 306 322 324 326 336 342 372 406 
408 426 430 448 472 474 498 516 518 520 530 540 552 556 562 576 
584 612 624 626 628 658 668 670 714 718 726 732 738 748 750 756 
766 768 782 784 792 802 804 818 836 848 852 872 892 894 896 898 
902 916 926 936 964 966 976 982 996 


由 于 Goldbach 猜想 (CI ) 的 合理 性 ,很 可 能 5 是 惟一 的 奇 不 可 及 
数 ,这 是 因为 如 果 2n+1=p+g+1(p fig 是 素数 ), 那 么 就 有 
s(pq)=2n+1. 这 是 否 可 以 独立 地 加 以 证 明 呢 ? 是 否 有 任意 长 的 
由 不 可 及 数组 成 的 相 邻 偶数 序列 ? 不 可 及 数 之 间 的 间 辽 到 底 有 多 
大 ? 
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B11. mo(m) = no(n) Bf 


Leo Moser 注意 到 :ng(n) 可 以 惟一 决定 nM no (n) WARS 
(这 里 p(n) 为 Eulerg 函数 , 见 B36). 例 如 ,对 m=12 和 n=14 有 
mo( m) 7 no(n).o(n) 的 积 性 保证 了 它 有 无 穷 多 个 解 m =12¢, 
n=14q, HP q | 42. FÆ Moser 问 :此 方程 是 否 有 无 穷 多 个 本 原 
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fü? 所 谓 本 原 解 ,是 指 对 任何 m* = m/d,n* =n/d(d>1), 
(m* n ) 都 不 再 是 它 的 解 .我 们 给 出 的 例子 是 集合 m =2? 1(2* 
-1),n221 1(2? 一 1) 中 最 小 的 解 ,这 里 2? - 1:82? 一 1 是 不 同 的 
Mersenne 素数 ,从 而 仅 有 有 限 多 个 解 是 已 知 的 . 另外 一 组 解 是 m 
=27.32-52.(2? 一 1) 和 n=2?-!1.53.17.31, 其 中 2? 一 1 是 除去 3 
和 31 以 外 的 Mersenne 素数 .又 在 消去 公 因子 31 之 后 ,p=5 给 出 
一 个 本 原 解 . 还 有 其 他 的 解 ,如 m -253-9-78 n 721-53 以 及 
m=2-5 和 n=23.11*31. 满 足 mln 的 解 的 一 个 例子 是 m = 25+ 
5 和 n=33.7. 如 果 ma(m)= no(n), m/n AR? 

Erdós 注意 到 ,如 果 n 无 平方 因子 ,那么 形 如 xc(z) 的 整数 是 
不 同 的 . 他 还 可 以 证 明 : 方 程 mo (m) = no( n) IRE m n x 
的 解数 为 cz + o(z). 在 回答 是 否 有 3 个 不 同 的 数 L, m,n 使 有 
lo(1) 2 ma(m)= na(n) 成 立 这 一 问题 时 ,Makowski 发 现 ,对 不 
同 的 Mersenne 素数 M, (1i s) RET : nio (ni) 对 n; = A/M;, 


取 常 数值 ,其 中 A = Tim, #8 0(a)/a=0(b)/b 是 否 有 无 穷 


多 个 本 原 解 ? 车 不 限制 解 是 本 原 的 ， Erdés 可 以 证 明 此 方程 满足 a 
«bx 的 解数 至 少 是 cr + o(z); 车 加 上 限制 条 件 a 上 2 , 则 其 解 
还 一 个 都 不 知道 . 

Erdós 相信 ,对 每 个 e >0,zz(z)=?7 的 解数 小 于 ns 个 wm" ,他 
说 此 解数 可 能 小 于 (lnn)“. 
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B12. d (nfl a(n) 的 相似 物 


可 以 用 oi(n) 代 替 ol(n) 来 提出 类 似 的 问题 ,这 里 s(n) 是 nn 的 
ATW k KEZA. 例如 ,是 否 有 不 同 的 数 m 和 n 使 得 有 
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may(m) 7 nos(n)? 4 k=0 RE Em n) = (18,27) , (24,32), (56, 
64), (192,224) md(m) = nd(n). 在 最 后 这 对 数 中 补 上 168, 就 得 
到 三 个 不 同 的 数 使 i4(7)= ind(m)=nd(n) 成 立 . 有 形 如 
m = 2% 1p, n = 2r 
的 本 原 解 (m,n), 其 中 p 和 4g =u + p-2" WKH, EUR Be EL 
出 这 样 的 解 有 无 穷 多 个 .还 可 以 造 出 许多 其 他 的 解 ,例如 (2”,253. 
71) ,(3!9,3!7+5) LAB (551,599.13). 
Bencze 证 明了 不 等 式 


n**l. aln) 1 
2 Saa ZY  Ofo«i«p, 


并 给 出 了 不 少 于 60 个 应 用 . 
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B13. oln)=o(n +1) WR 


Sierpinski 问 是 否 无 穷 多 次 有 ol(n)=o(n +1) RIL? Hun- 
sucker, Nebb 和 Steams 扩大 了 Makowski 以 及 Mientka 和 Vogt 
的 表 , 他 们 在 小 于 107 的 范围 内 发 现 它 恰 有 113 个 解 

14,206,957,1334 ,1364 ,1634 ,2685 ,2974 ,4364，…. 
他 们 还 对 方程 c(z) = zc(z+2) 得 到 统计 的 结果 ;对 此 Mientka 和 
Vogt 曾 问 道 : 对 何 种 !( 如 果 有 这 种 ! 存在 的 话 ) 有 无 穷 多 个 解 ? 
如 果 1 是 一 个 阶乘 ,他 们 找到 了 许多 个 解 ,但 对 1=15 和 7=69， 
只 找到 两 个 解 . 他们 又 问 :对 每 个 1 和 ,是 否 都 存在 ”使 得 有 
o(n)+m=oa(n+/) 成 立 ? 

对 oi(n) 可 以 问 相应 的 问题 ,这 里 oln) ”的 因子 的 上 次 
短 之 和 (对 =0 见 BIS). WH o2(n) = cz(z+1) 惟 一 的 解 是 n= 
6, 这 是 因为 cx (2z) > 0;(2n + 1) (Xt 2 27) A o2(2n) >5n?> 
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(2/8) (2n - 1)? > o; (2n 一 1). 注 意 到 有 05 (24) = o2 (26), M 
Erdss 则 怀疑 cx(z) = cz(z +2) 是 否 能 有 无 穷 多 个 解 ,他 认为 
a( n) =03(n + 2) BARRA. 
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B14. 某 些 无 理 级 数 


S Q7) 是 无 理 数 吗 ” 对 k=1 和 2 这 是 对 的 . 
Erdis 证 明了 级 数 
的 无 理性 ， UNE CIE 则 证 明了 ， 如 果 g 是 一 个 异 于 0， 
土 1 的 整数 ,而 x 是 一 个 异 于 0 及 - q" 的 有 理 数 , 则 
S a Hew 


+r gtr 


1:201 


n=l 


是 无 理 数 . 
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B15. a(q)+o(r)=0(qt+r) WF 


Max Rumney( 见 Eureka , 26(1963) 12) 问 道 : 方 程 co(q)+ 
o(r)=ol(g+r) 是 否 有 无 穷 多 个 本 原 的 解 (本 原 的 含义 与 B11 中 
所 用 的 定义 类 似 )? 若 g + r 为 素数 , 则 仅 有 的 解 是 (gq,r)= (1, 
2). 若 g+r=p*( 这 里 p HRA), W q 和 x 中 必 有 一 个 (比方 说 
是 g) 是 素数 , 且 有 r=2"*( 这 里 n>1 H k AR). WR R=1, 
那么 当 p=2" -1 是 一 个 Mersenne 素数 而 q = p? 一 2" 是 一 个 素 
数 时 方程 有一 个 解 ;对 n =2,3,5,7,13 和 19 亦 然 .对 k=3 没 有 
解 ,对 k=5 及 n<189 也 没有 解 .对 k=7,n=1 和 3 给 出 解 (q， 
r,g+r)=(5231,2.72,732) 和 (213977,23.72,463?). 其 他 的 解 是 
(k,n)=(11,1),(11,3),(19,5),(25,1),(25,9), (49,9), (53, 
1),(97,5), (107,5), (131,5), (137,1), (149,5), (257,5),(277, 
1),(313,3) 和 (421,3). 满 足 g+r=p H p 为 素数 的 解 是 o(2) 
+a(6)=o(8) 和 

a(11638687) + (2? - 13 - 1123) = c(2273). 

Erdss 问 :有 多 少 个 满足 g + r<z 的 (不 一 定 本 原 的 ) 解 ? 此 
解数 是 cz + o(z) 呢 还 是 有 更 高 的 阶 ” WR :< sz<… 是 一 组 
数 ,它们 使 得 o(s;)= olg) + olsi- Q AMER q< s: 的 解 , 那 
AEJ | s; RREA? 
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B16. % — * 


Erdós 和 Szekeres 研究 了 这 样 的 数 n: 若 素数 p WR nM pi 
也 整除 ,这 里 i 是 一 个 给 定 的 大 于 1 的 数 . Golomb 给 这 样 的 数 
取 名 为 寡 数 (powerful) 并 展示 出 有 无 穷 多 对 相 邻 的 寡 数 . 在 回答 
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他 的 “6 不 可 表 为 两 个 短 数 之 差 " 这 一 猜想 时 , Wiadystaw 
Narkiewicz 注意 到 有 6 = 5473 — 463*, 且 有 无 穷 多 种 这 样 的 表 法 . 
事实 上 1971 年 Richard P. Stanley 曾 用 Pell 方程 的 理论 证 明了 
(RRB) :每 个 非 零 整数 都 是 两 个 索 数 之 差 ,1 是 两 个 非 平方 的 寡 
数 之 差 , 且 二 者 均 有 无 穷 多 种 表 法 . 

Erdós 用 uf < uf? <- RRHKRAF REIS 的 整数 ,有 
时 称 之 为 上 -A (k- full number). HA): 7788 ul? -uP =1 EF 
有 无 穷 多 个 并 非 来 自 Pel 方程 zz- dy = +158? 是 否 有 常数 < 
存在 ,使 该 方程 满足 u; < z 的 解数 小 于 (inz)? uH- v? =1 
没有 解 吗 ? 方程 xf -uh 15 uh -uP =1 没有 联 立 解 
吗 ?另外 还 有 一 些 其 他 的 问题 ,其 中 有 些 问 题 已 由 Makowski P 
以 回答 . 

HA, Makowski 注意 到 ,73x? 一 33y? =1 有 无 穷 多 个 解 ,这 并 
非 是 通常 视 为 Pell 方程 所 得 到 的 .他 还 注意 到 ， 

(2th — yk, 24(241 4), (2441 一 1)tt 

是 算术 级 数 中 的 & -WRG F ai,az,…，,a, 是 一 个 算术 级 数 中 的 
k FER, ABA d ,那么 

a,(a,+d)*,a2(a,+d)*,-+,a,(a,+d)*,(a,+d)**! 
也 是 ;+ 1 个 这 样 的 数 .由 于 
a* (a! tert )ttattt(ai tet tte tatt (alb b 1)* 

=ak(a' + arse 1)5*1. 
从 而 0+ 1S kh FERS ARETE — Sk RER. 他 说 , 当 要 求 诸 数 互 
素 时 ,上 面 最 后 两 个 问题 就 变 得 困难 了 . 然而 ,Nitaj 构造 出 +y 
= z 的 三 个 无 穷 解 族 , 它 们 是 用 互 素 的 3 - 适 数 给 出 的 .一 个 特例 
是 
178-106219 + 27.34.53.73.22873 王 373.1973.3073. 

Heath-Brown 证 明了 ,每 个 充分 大 的 数 是 三 个 寡 数 之 和 . 如 果 
他 的 猜想 “每 个 充分 大 的 数 n=Tmod 8 可 用 二 次 型 z? + y+ 
1252? 表 出 ”能 得 到 证 明 的 话 ,他 的 上 述 证 明 就 可 以 大 大 加 以 简 
化 . Erdós 认为 这 可 以 从 Duke 和 Iwaniec 的 工作 得 出 :确切 地 说 

. 兄 ， 


可 以 参看 Moroz 的 即将 发 表 的 论文 . 

是 否 只 有 有 限 多 个 寡 数 n de s? - 1 FER? CL D2 中 
Granville 的 文献 . ) 

Gerry Myerson 注意 到 下 述 猜 想 仍 未 解决 : 若 p 为 奇 素数 , u 
Flo 是 满足 ww 一 加 ?= 工 的 最 小 正 整数 ,那么 

à ple ? 

Xf p — 1mod 4 和 p< 6270713 以 及 对 p= - imod 4 和 p< 
7679299 此 猜想 已 获得 验证 . 若 p PERS, RIBUS C. Myer- 
son 相信 46 和 430 是 该 猜想 的 两 个 最 小 的 反例 . 
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B17. 指数 完全 数 


BE n= py! pop MUR din d py pope IER bla; (1 
<j<r), W| Straus 和 Subbarao 称 d 为 n 的 一 个 指数 因子 (expo- 
nential divisor)(e- 因 子 ). 如 果 oa,(n)=2n ,他们 就 把 n 称 为 是 一 
个 e- 完 全 数 (e-perfect) ,这 里 o.(n) 是 n 的 e- 因 子 之 和 .e- 完 全 数 
的 一 些 例子 是 

22.32,22.35.52,25. 33-52 .25-3? 112,25 33-52 102, 

26.327 -133,26- 33-5272 132,27 32-522 132, 
28.3). 52.7139? 

以 及 

2'9 «32652-72112 -13?+19?-37?-79?+ 109? + 1577-313". 
车 m 无 平方 因子 , 则 o (m) 9 m FRG n 为 e- 完 全 数 且 zm 无 
JUST mLa), RA mn 为 e- 完 全 数 .因此 只 要 考虑 寡 (B16) 
e- 完 全 数 即 可 . 

Straus 和 Subbarao 证 明了 没有 奇 的 e- 完 全 数 ,事实 上 不 存在 
奇数 ”使 对 任何 整数 上 > 1 都 成 立 oln) = 心 .他 们 还 证 明了 :对 
每 个 ~, 有 > 个 素 因 子 的 ( 寡 )e- 完 全 数 的 个 数 是 有 限 的 , 且 同 样 的 
结论 对 e- 重 完全 数 (emultiperfect number) KR ALI (k >2). 

是 否 有 不 被 3 整除 的 e- 完 全 数 ? 

Straus 和 Subbarao 猜想 : 仅 有 有 限 多 个 不 被 任何 给 定 素数 p 
整除 的 e- 完 全 数 . 

RBA e- 重 完全 数 存在 ? 
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B18. d(n)=d(n +1) 80% 


Claudia Spiro 证 明了 d(n)=d(n + 5040) 有 无 穷 多 个 解 ,而 
Heath-Brown 则 用 她 的 思想 证 明了 有 无 穷 多 个 n fd (n) 2 d(n 
+1) 成 立 ,Pinner 将 此 结果 延 拓 到 方程 4(n)=d(n+a)(a WE 
意 给 定 的 整数 ). 许多 例子 来 自 恰 为 两 个 不 同 素数 乘积 的 相 邻 数 
对 ,人 们 猜想 有 无 穷 多 个 相 邻 整数 组 成 的 三 数组 n,n +1l,z+2， 
它们 均 为 两 个 素数 之 积 .例如 ,n =33,85,93,141,201,213,217， 
301,393,445,633,697,921,…. 显 然 不 可 能 有 四 个 这 样 的 数 ,但 可 
能 有 更 长 的 相 邻 整数 序列 ,其 中 每 个 数 有 同样 多 个 因子 .例如 

d(242) = d(243) = d(244) = d(245) =6 

以 及 
d (40311) = d(40312) = d(40313) = d(40314) = d(40315) = 8. 
这 种 序列 可 以 有 多 长 ? 在 一 封 1987 年 7 月 16 日 的 信 中 ， 
Stephane Vandemergel 给 出 了 7 个 数 的 序列 :171893= 19.83.109， 
171894= 2.3.38649, 171895 = 5 + 31 +1109, 171896 = 23 .21487， 
171897=3.11.$209,171898=2.61.1409,171899=7.13.1889, 其 
中 每 个 数 都 有 8 个 因子 . 1990 年 Ivo Düntsch 和 Roger Eggleton 
发 现 了 一 些 这 样 的 7 个 数 的 序列 ,两 个 8 个 数 的 序列 和 一 个 9 个 
数 的 序列 , 每 个 数 均 有 48 个 因子 . 最 后 面 这 个 例子 从 
17796126877482329126044 开始 , 可 能 它 不 是 这 种 类 型 的 最 小 的 
序列 . 

Erdos 相信 ,对 每 个 ,都 存在 长 为 的 序列 ,但 他 看 不 出 怎样 
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H nn 来 给 出 & 的 上 界 . 

Erdós, Pomerance 和 Sarkozy 证 明了 ,在 nix 中 使 4(n)= 
d(n- LIRSLÉS CES C x / (In Inz )!?, 而 Hildebrand 证 明了 
H> x / (In Inz)3. 前 面 三 位 还 证 明了 在 nx 中 使 比值 a(n)/ 
d(z+1l) 处 于 集合 12-3,2-2,2-1,1,2,22,23} 中 的 数 的 个 数 为 


Xx/(In Inz)!2. 


Erdis 证 明了 :满足 4(n+1) > d(n) 的 数 ”的 密度 是 二 .这 


和 上述 结果 结合 起 来 就 解决 了 S.Chowla 的 一 个 猜想 . Fabrykows- 
ki 和 Subbarao 将 此 推广 到 用 n +h 代替 n+1 的 情形 . 
Erdis 又 令 
1=d<d<…<d =n 
是 n 的 所 有 因子 的 集合 ( 按 次 序 排列 ) ,定义 


r-l 
f(n) = Ddi/din, 


并 要 求 我 们 证 明 X ACn) = (1+ o(1))zinz . 


Erdés 和 Mirsky 希望 求 得 最 大 的 ,使 诸 数 d(n),d(n+1), 
…,d (n+ 上 上) 全 不 相同 .它们 仅 有 平凡 的 界 , 这 个 界 大 概 是 = 
(Ina)*. 
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B19. 有 相同 素 因子 集 的 (m,n +1)A(m +1,n) 


Motzkin 和 Straus 要 求 使 m 和 n+1 有 同样 的 不 同 素 因子 集 
的 所 有 数 对 m,n. Xt n Alm +1 也 有 类 似 的 问题 .以 前 人 们 认为 
这 样 的 数 对 必定 形 如 m =2* +1, n= m? -1(8 20,1,2,-), BE 
Conway 发 现 了 m=5*7,n+1=54*7, 后 来 又 发 现 有 n - 2:3, m 
+1=22.32, 才 知 并 非 如 此 .还 有 别 的 数 对 存在 吗 ? 

类 似 地 ,Erdss 问 是 否 存 在 异 于 m = 2* - 2, n =2*(2* -2) 89 
Xem, n(m n) , E m 和 n 有 同样 的 素 因子 .类 似 地 ,对 m+1 和 
n+1 也 有 同样 的 问题 .Makowski 找到 了 数 对 m = 3-5", n = 35- 
5. 对 它们 有 m+1=22.19,n +1=26.19. 请 与 问题 B29 比较 . 

Pomerance 问 :是 否 有 奇数 n>1 使 n 和 oa(n) 有 同样 的 素 因 
To 他 猜想 没有 . 

第 一 段 中 的 例子 1+ 2.37= $4.7 因 与 ABC 猜想 (ABC conjec- 
ture) 有 关 而 有 它 自身 的 意义 . 

数论 中 许多 经 典 问题 (Goldbach 猜想 , 挛 生 素数 , Fermat 问 
题 , Waring 问题 ,Catalan 猜想 ) 之 所 以 难 解 ,与 乘法 和 加 法 之 间 的 
冲突 有 关 . 粗 略 地 说 ,在 三 个 数 之 间 如 果 有 一 个 加 法 关系 ,那么 它 
们 的 素 因子 不 能 全 都 很 小 . 

设 A+B=C, 这 里 gcd(A,B,C)=1. 定 义 根 R 为 整除 ABC 
的 最 大 无 平方 因子 整数 ,定义 寡 P OS 

p- Pma Al, i Bi, 1CD 


InR ? 


则 对 给 定 的 7 是 否 仅 有 有 限 多 个 三 数组 {A , B,C} 适合 P 之 7 呢 ? 
此 猜想 的 一 个 更 强 的 形式 是 lim supP = 1. 这 一 猜想 的 两 种 形式 看 
来 都 无 望 获得 解决 .刚刚 给 的 例子 是 下 表 中 的 第 五 个 . 

Joe Kanapka( 他 是 Noam Elkies 的 一 个 学 生 ) 做 出 了 满足 C< 
27 P>1.2 的 所 有 例子 的 表 , 它 们 有 接近 1000 个 ,我 所 知道 的 


头 十 个 是 

P A B Ce 
1.629912 2 310.109 23° Reyssat 
1.625991 11? 37-58-73 22.23 de Weger(D10) 
1.623490 19+ 1307 7-29 318 28.32.54 = Browkin-Brzezifiski 
1. 580756 283 51.13 28-38-17? 。 BrBr, Nitaj 
1.567887 1 2:37 5*7 Lehmer(E29) 
1.547075 P? 3” 211.29 de Weger 
1.526999 13-195 29.5 30.117-31 Nitaj 
1.502839 239 58.173 210.374 Br-Br, Nitaj 
1.497621 — $*- 7937 75 25.3.13? — de Weger 
1.492432 2-1 3137-17 59-1395 Nitaj 


-151-4423 

Browkin 和 Brzeziński 把 ABC 猜想 推广 成 一 个 关于 有 不 变 为 
零 的 子 和 的 互 素 整数 的 方程 a1 +… + a, =0 的 “n -猜想 "(ABC 
猜想 是 它 当 n =3 的 情形 ). R RUP 定义 类 似 .他 们 猜想 有 lim supP 
=2n - 5. 他们 证 明了 有 lim supP>2n -5, 还 给 出 了 许多 有 关 
ABC 猜想 (已 >1.4) 的 例子 . 他们 的 方法 是 寻求 逼近 整数 之 根 的 
有 理 数 (注意 ,上 面 最 好 的 例子 与 10915 能 良好 逼近 23/9 AX). 
Abderrahmane Nitaj 用 到 一 个 类 似 的 方法 ,其 中 的 一 些 结果 由 
Robert Styer(D10) 独 立地 发 现 过 . Catalan 关系 1+23=3? 给 出 一 
个 不 大 好 的 值 Pa«1.22629. 

ABC 猜想 和 Fermat 问题 之 间 的 关系 见 D2 中 Granville 的 文 
BA. 1H, WR A =a’, B=b?,C=c?, B. Fermat 方 程 A+B=C 
成 立 ,那么 椭圆 曲线 

y! 2 z(x - A)(x +B) 

有 判别 式 (4ABC)?. 
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B20. Cullen 数 


人 们 对 Cullen X (Cullen number) n +2” + 1 也 一 直 有 某 种 兴 
AB XE 2<n<1000, RT ”= 141 以 外 ,它们 都 是 合 数 .这 可 能 是 
强 小 数 定律 的 一 个 好 的 例子 ,因为 Fermat( 小 ) 定 理 告诉 我 们 : (p 
-12^!-«1(p-2)2?7? +1 二 者 都 能 被 p 整除 ,故而 对 于 小 
的 数 "( 其 中 素数 的 密度 很 大 ), Cullen 数 很 可 能 是 合 数 . 此 外 , 正 
如 John Conway 所 观察 到 的 :Cullen 数 可 以 被 2 — 1 整除 ,如 果 它 
是 一 个 形 如 8k -3 的 素数 .他 问 p 和 p22?+1 是 否 可 能 同 为 素 
数 .Wilfrid Keller 注意 到 Conway 的 发 现 可 推广 如 下 : 记 C, = 22" 
*1,W, = 22" 1, 那么 素数 p EBRC i278 Wop- po RE 
是 整除 C, -Da 和 Wes ya BEB Legendre HES (R FS) (2. 
等 于 -1 还 是 +1 而 定 . Keller 对 n=4713,5795,6611 以 及 18496 
找到 了 为 素数 的 Cullen 数 .在 n<30000 以 内 不 再 有 其 他 为 素数 
的 Cullen 数 了 . 
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Riesel 看 出 对 应 的 数 2 +2” —1 4 n =2,3,6,30,75,81, 115 时 
WHA. Jonsson 发 现 当 = 362 HY, Keller 发 现 当 n = 123,249, 
384,462,512(H Ms21) ,751,822,5312,7755,9531, 12379, 15822, 
18885 时 它们 均 为 素数 . 这 些 数 中 有 许多 也 曾 被 Waldemar 
Gorzkowski 发 现 过 .在 n<20000 以 内 不 再 有 其 他 这 样 的 数 了 .与 
上 面 Conway 的 问题 相 平行 地 ,Keller 注意 到 此 处 3,751 和 12379 
是 素数 . 
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B21. 对 所 有 n 均 为 合 数 的 数 &*2” +1 


设 N(z) 为 不 超过 xz 且 使 得 对 任何 正 整 数 n,k*'2" + 1 都 不 
是 素数 的 奇 正 整 数 k 的 个 数 . Sierpifiski 利用 覆盖 同 余 式 ( 见 F3) 
证 明了 N(z) 与 zx 同时 趋向 于 无 穷 .例如 ,如 果 

k-1mod641: (22 —1) H k =- lmod 6700417, 

那么 序列 &.2" +1(z =0,1,2,…) 中 每 个 数 都 可 以 被 诸 素数 3,5， 
17,257,641,65537,6700417 中 恰好 一 个 整除 . 他 还 注意 到 ,对 
的 某 些 别 的 值 ,3,5,7,13,17,241 中 至 少 有 一 个 数 能 整除 k2" + 
1. 

Erdés 和 Odlyzko 证 明了 

[2 = a)z> N(z) > cz. 

对 所 有 n 使 上 .2* + 1 都 为 合 数 的 最 小 的 & 的 值 是 什么 ? Sel- 
fridge 发 现 3,5,7,13,19,37,73 中 总 有 一 个 数 能 整除 78557-2" + 
1. 他 还 注意 到 ,对 每 个 &<383 都 有 一 个 形 如 "2" +1 的 素数 ,而 


Hugh Williams 发 现 了 素数 383-2999 + 1. 
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在 本 书 第 一 版 中 我 们 写 道 :确定 最 小 的 & 现在 可 能 已 在 计算 
机 的 能 力 范围 之 内 ,尽管 Keller 对 此 表示 怀疑 . Baillie,Cormack 和 
Williams, Keller, Buell 和 Young 等 人 都 做 过 深入 的 计算 .答案 看 
起 来 几乎 肯定 像 是 &=78557, 但 还 有 35 个 数 : 
4847 5297 5359 7013 10223 13787 19249 21181 22699 24737 
25819 27653 27923 28433 33661 34999 39781 44131 46157 46187 
46471 47897 48833 50693 54767 55459 59569 60443 60541 63017 
65567 67607 69109 74191 74269 
存在 下 述 的 可 能 性 :对 这 些 数 中 任何 一 个 及 n<50000 没有 一 个 
能 使 "2"+1 成 为 素数 . 
在 Keller 的 第 二 篇 文献 中 有 关 本 论题 的 完整 综述 后 面 附 有 很 
完全 的 文献 目录 . 
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B22. n! 表 为 ”个 大 因子 的 乘积 


Straus, Erdós 和 Selfridge 要 求 将 n1 表示 成 n SAF HH 
积 ,其 中 最 小 的 因子 | 要 尽 可 能 大 .例如 ,对 n=56,1=15 有 

56! = 15-16? +179 +188 +19? -20!? -219+225+23?-26429-31 +37 

.41.43.47.53. 

Selfridge 有 两 个 猜想 :(a) 除 了 n =56 之 外 均 有 124 2n 7]; 
(b) 对 222300000 有 12e n /3. WRG HAH, 300000 可 以 减 小 多 
少 呢 ? 

人 们 认为 Straus 证 明了 对 n> noe A L9 ne + ©) RIL 
一 结论 ,但 在 他 的 遗物 中 没有 找到 他 的 证 明 . 由 Stirling 公式 易 见 
这 是 最 好 可 能 的 结果 .显然 ,! 是 的 单调 (虽然 并 非 严格 单调 ) 增 
加 函数 . 另 一 方面 , 它 取 不 到 一 切 整数 值 :对 n= 124 A 125,1 分 
别 是 35 和 37. Erdos 问 7 的 值 之 间 的 间隙 能 有 多 大 ? 在 任意 延伸 
下 去 时 ,1 能 否 成 为 常数 ? 

Alladi 和 Grinstead 把 n! 表 为 素数 寡 的 乘积 ,每 个 素数 寡 有 
zs(n) 那 样 大 小 ,又 令 a(n) = maxd( n), EWERT lima(n)7 el 


=a( 定 义 此 极限 为 a), 其 中 
c= J) tnp. 从 而 a = 0.809394020534…. 
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B23. 阶乘 分 解 为 若干 个 阶乘 的 乘积 


Bn! =a,! az! cca Pe r22,a12a32772a,22. 一 个 平 
凡 的 例子 是 a) = az! …ar! —1,n 73! …ar!. Dean Hickerson 
注意 到 ,对 n<410 仅 有 的 非 平 凡 的 例子 是 9! =7! 31 31 2t, 
10! =7! 6! =7! 5! 3! 以 及 16! =14! 5! 21. 他 问 是 否 还 有 
其 他 的 例子 了 ? Jeffrey Shallit 和 Michael Easter 将 这 一 搜索 扩大 
5j n = 18160. 

Erdés 注意 到 , 若 P(n)J& n 的 最 大 素 因 子 , 且 如 果 已 知 P(n 
(n+1))Ann 5j n 一同 趋向 于 无 穷 ,那么 便 可 推出 仅 有 有 限 多 个 
非 平 凡 的 例子 . 

他 和 Graham 研究 了 方程 y =a! az! …ar!. 他 们 定义 集 
A Fi 由 那些 m 组 成 :对 此 m 存在 一 组 整数 m= al>as>…>a, 
GR) ,它们 对 某 个 y 满足 此 方程 . 又 将 Fy- Fr- A Di. 他 
们 得 到 了 各 种 结果 ,例如 ,对 几乎 所 有 素数 p,13p 都 不 属于 下 ;， 
De 中 最 小 的 数 是 527. 车 D4(z) 表 示 Ds Pn 的 元 素 个 数 ,他 
们 不 知道 D(n) 增 长 的 阶 . 他 们 猜想 Delna) > cn 但 不 能 证 明之 . 
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B24. 无 一 能 整除 另外 两 个 数 的 最 大 集合 


S f(n) 为 [1,n ] 中 无 一 能 整除 另外 两 个 数 的 最 大 子 集 的 大 
小 . Erdós [8] f(n) EA BK? 取 [m+1,3m +2] 易 见 f(n) 能 取 
到 [2n/31.D.J. Kleitman 取 [11,30] 并 略 去 18,24 和 30, 这 使 我 
们 可 以 添加 6,8,9 和 10, 从 而 得 到 f(29)=21. 然 而 ,这 个 例子 似 
平 无 法 推广 .实际 上 Lebensold 证 明了 ,如 果 n 很 大 ,那么 

0.6725n < f(n) <0.6736n. 

Erdós 还 问 极限 lim f (n) /n 是 否 是 无 理 数 ? 

对 偶 地 ,人 们 可 以 寻求 最 大 数量 的 二 的 数 ,其 中 无 一 能 是 另 
外 任何 两 个 数 的 倍数 .Kileitman 的 例子 也 可 用 作 此 问题 的 实例 .更 
一 般 地 ,Erd5s 希望 寻求 最 大 数量 的 数 ,使 得 对 上 >2 其 中 无 一 能 
被 其 他 任何 k 个 数 整除 .对 =1, 答 案 是 [n/21. 

对 一 些 有 关 的 问题 , 见 E2. 
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B25. 公 比 为 素数 的 几何 级 数 之 和 
Bateman j: E5 31 = (25 -1)/2-1)=(5-1)⁄5-1)ÆŒ 
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惟一 的 可 以 用 多 于 一 种 方式 表 成 形状 如 (pr — 1) Cp 一 1) 的 素数 ? 
这 里 p 是 素数 ,r 之 3 和 d>1 都 是 整数 .平凡 地 有 7= (23 -1)/2 
-1D=((-3)3-1) 人 -3-1), 但 是 在 <108 的 范围 内 不 再 有 其 
他 的 数 了 . 若 将 p 是 素数 这 一 条 件 放宽 ,问题 可 追溯 到 Goor- 
maghtigh, 且 我 们 有 和 解 

8191 = (28 —1)/(2 -1) = (90? - 1)/(90 - 1). 

E. T. Parker 注意 到 :如 果 能 证 明 (pr — 1)/( p- 1) 永远 不 会 
整除 (gq? - 1)/(q -1) 的 话 (这 里 p,g 是 不 同 的 奇 素数 ) ,由 Feit 
Hl Thompson 对 “每 个 奇数 阶 群 篆 为 可 解 群 "所 作 的 很 长 的 证 明 将 
会 被 简化 .事实 上 人 们 曾 猜 想 ,这 两 个 表达 式 是 互 素 的 ,但 Nelson 
Stephens 发 现 , 当 p = 17,g = 3313 时 它们 有 公 因 子 2pg + 1 = 
112643. Mckay 证 明了 ,对 p<53-10° 有 p? p+ T3? - 1. 
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B26. 无 ! 个 两 两 互 素 元 素 的 最 稠密 集 


Erdós 问 道 :使 得 诸 整数 a;(1<al< a2 X 7 X ay Sn) PARTE 
在 ! 个 两 两 互 素 的 元 素 的 最 大 的 & 是 多 少 ? 他 猜想 这 等 于 <n 的 
整数 中 以 头 ! 一 1 个 素数 中 的 一 个 作为 其 因子 的 那 种 数 的 个 数 .他 
说 /=2 是 容易 证 明 的 ,1=3 的 证 明 也 不 难 .他 对 一 般 的 解 悬 赏 10 
美元 . 

对 偶 地 ,我 们 可 以 求 [1,=] 的 最 大 子 集 , 该 子 集中 的 元 素 两 两 
有 不 超过 n 的 最 小 公 倍数 .如 果 用 g(n) 表 示 这 样 一 个 最 大 子 集 
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的 基数 , 则 Exdos 证 明了 

2 -2« g(n)<2n'”, 
其 中 第 一 个 不 等 式 可 如 下 得 到 :从 1 到 (n 人 /2)!? 取 整数 ,同时 从 
(n/2)!2 到 (2n)!? 取 偶 整 数 .Choi 将 上 界 改 进 为 1.638n1?. 
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B27. n +k 的 不 整除 n+ (0i k WRAL MK 


Erdós fll Selfridge EX v(n;k) 为 n+k 的 不 整除 n + 1(0<i 
<) 的 素 因子 个 数 ,定义 ro(z ) 为 当 取 过 所 有 &>0 时 vln; k) 
最 大 值 . 当 n 趋 于 无 穷 时 有 voln) >o? 他 们 证 明了 ,对 除了 
1,2,3,4,7,8,16 以 外 的 所 有 m 有 wo(z) >1. 更 一 般 地 ,定义 
vi(n) 为 当 取 过 所 有 RSL 时 wv(n;k) 的 最 大 值 当 n 趋 于 无 穷 时 
A vi (n)--o913? 他 们 甚至 不 能 证 明 vi(n)=1 只 有 有 限 多 个 解 . 
使 vi(n)=1 成立 的 最 大 的 ”可 能 是 330. 

他 们 还 用 V(z;&) 来 记 使 得 加 是 使 p 整除 n+ 但 yr 不 整 
Bin titik) HRR, H Vi(n) 记 当 取 过 所 有 RSL 时 
V(n;&) 的 最 大 值 .那么 Vi(n)=1 只 有 有 限 多 个 解 吗 ? 可 能 n= 
80 是 最 大 的 解 .使 Vo(n) -2 的 最 大 的 n 是 什么 ? 

某 些 进一步 的 问题 写 在 他 们 的 论文 中 . 
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B28. 有 不 同 素 因 子 的 相 邻 整数 


Selfridge 问 道 :是 否 存在 ”个 相 邻 整数 ,每 个 数 或 者 有 两 个 小 
Ton 的 不 同 的 素 因子 ,或 者 有 一 个 小 于 n 的 重 素 因 子 ? 他 给 出 了 
两 个 例子 : 

1. Bat11+iUd<i<n=115), HEP a—0moq2? 3*5? 72. 
11? 且 对 每 个 素数 p(13<p<113)A a + p=0modp’; 

2. Sta £31 * id<i<n = 1329), HP METRR p(37<p 
<1327)A a + p=0mod p? 及 a=Omod2? +3? +5?+7+11?+ 132+ 177+ 
19? +23? -29° «31? 

找寻 ”个 相 邻 整数 ,其 中 每 个 数 要 么 可 被 两 个 小 于 n 的 不 同 
素数 整除 ,要 么 被 一 个 < n 72 的 素数 的 平方 整除 . 这 是 很 困难 的 ， 
尽管 他 相信 这 些 数 可 以 用 计算 机 找到 . 

它 与 下 述 问题 有 关 : 求 ”个 相 邻 整数 ,每 个 数 与 其 他 n 一 1 个 
数 的 乘积 有 一 个 合 数 作为 其 公 因子 . 如 果 合 数 这 一 条 件 予 以 放宽 ， 
仅 要 求 有 大 于 1 的 公 因子 ,那么 2184+ i(1 in = 17) 就 是 一 个 
极 好 的 例子 . 
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B29. r 是 否 可 以 由 z+1,r++2,…,++k 的 
素 因 子 所 确定 ? 


Allan R. Woods 问 道 :是 省 存在 正 整数 ,使 得 每 个 x 可 以 由 
cd 1,r42,… ,r+ 的 素 因子 集合 所 惟一 确定 ?可 能 =3? 

对 小 于 23 的 素数 , 当 有 =2 时 有 由 种 不 确定 的 情形 : Cz + 1x 
12)=(2,3) 或 (8,9);(6.7) 或 (48,49);(14,15) 或 (224,225) 以 及 
(75,76) 或 (1215,1216). 其 中 的 头 三 个 是 无 穷 族 (2"- 2,2" - 10). 
(2"(2” -2),(2" - 1)? HUMIC, HAR B19. 


参考 文献 
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28 #2072. 


B30. 乘积 为 平方 数 的 小 集合 

Erdós, Graham 和 Selfridge 希望 我 们 求 的 最 小 值 , 使 得 整 
oni bnt2, ,n+ 包含 一 个 子 集 ,该 子 集 中 的 元 素 入 的 
弱 积 是 一 个 平方 数 .Thue-Siegel 定理 蕴含 当 趋 于 无 穷 时 有 i, 一 
00( JI T 2553 BOE EG Inn 的 短 要 快 ). Selfridge 证 明了 t, < 
max( P(n), 3 Vn) ,这 里 Pn) È n IB ARIA T. 

5) Di Ae X RS c 都 存在 -一 个 0, 使 得 对 每 个 n> no 
HBL |] a; RRM? ARWR naa n t 
(Inn CR = 1,2, 77). fifi pr <2 证 明了 此 结论 . 

Selfridge 猪 想 : 如果 n ASIE Je JE PAPE n 大 是 使 nt 
为 平方 数 的 数 ,那么 除了 =8 和 392 以 外 ,总 能 找到 适合 <r 
之 s 芝 1 的 7 和 s fli urs 为 平方 数 .例如 , 若 n=240=24.3.5, 那 么 
(53157 3°53 ,我 们 可 求 得 "=243=35 K s=245=5-P. 
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B3. 二 项 系数 


Earl Ecklund, Roger Eggleton, Erdos fil Selfridge( 见 823) 把 


二 项 系数 (binomial coefficient) (^ ) =n! /RI (n-k)L 写成 乘积 
UV ,这 是 U fif fj KA LBA HR VARTA TB ACE 
和 .对 72324 ,满足 U > V 的 情形 仪 有 有 限 多 种. 除 卫 4=3,5,7 以 
外 ,他 们 确定 了 所 有 这 样 的 情形 . 

S.P. Khare SIE f n551 RAT HE k 3,7 8,9,10, 
18,82,102;k=5,0 = 10,12, 28; DUX k =7, n ~21,30,54. 

kso one 的 二 项 系数 | i ARIE pecu. 
在 与 Lacampagne Al Erdós 进行 计算 之 后 ,Selfridge HFA: URE n > 
17. 125k ASE AE RL. 一 个 稍 强 一 点 的 猪 想 是 :除了 4 个 例 


62\ [959 /474| (284|, |... "NAM 
aE) | 56 ). s ). (2 Jose ms p = 19,19,23 Al 
29) , (f: fit Fig SH BC RUIN DEI p nb, BA p 
17. 

re AMPLO nik = oe 

这 此 作者 定义 -项 系数 | Je ifii lien 
ME o; WY i TIC JD mri ab ise) Lbs P ARCA 
Pk Jle = E! TA ' 
44Y (74 [174 (239| [5179 /8413\ /8414Y. (96622 
heoli) UR HG IC)" 
8/0 V 127114727 28 28 42 
aie vog 9, (46) (47) (24) (2105). 1119 
a COPIES NER (a) (a) " ( 25 ) 27 L 


Dae 


CR tis ( je ci sini( nsnm o. bf Dir dE IE 


(Wa K I 39 IBZ Je BAY ARENORNA G 1 E? 
Erdos 和 Selfridge 注意 到 :如果 全 2 会 4, 则 至 少 有 一 个 
ROSER- DMni A88 (7 tt rat R RANG m AR 
MM :个 这 样 的 之 存在 .例如 ,ma = 4, 03 =6, ng =9, ns = 12. XX} 
人 33 有 nik. 
Harry Ruderman 希望 给 出 下 述 结 论 的 证 归 或 有 反例 :对 每 对 非 
GOMER pq) fé -MERX n (i 


(2n = p)! 
nl(n + q)! 


个 使 优秀 数学 家 也 一 时 亲 晤 不 已 的 问题 是 :人 j 与 人 Ja 
HWY (Oe re ssn 2)? 出 枉 等 式 

BMW QM 
n[ AJ ez AES PPAR. Erdos All Szekeres [5] :最 大 公 因 子 的 最 大 
KI TIE MOT nto r>3 他 们 发 现 的 惟一 的 反例 是 


(EEr 


Wolstenholme 定理 是 说 :如 果 1 是 一 个 >3 RIA 
p B Je Imoda?. 
n- 
James P. Jones 问 其 道 十 否 为 真 ? 有 关 二 项 系数 的 因子 的 其 他 问 
题 和 结果 , 见 B33. 
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B32. Grimm 猜想 


Grimm SPRL IDE. nt hn 2, tk LEA RC WIA 
不 同 的 素数 p, E p, Or v DOIS). fi 
1802. 1803 1804 1805 1806 (807 1808 1809 810 


可 分 别 被 
53 601 41 19 43 139 113 67 18I 


HBR, ihi 
H4 IS. U6 117 H8 119 120 421 122 123 124 125 12% 
SYS) x Be 

19 23 29 13 59 17 2 H 601 41 31 5 7 
整除 . 


Ramachandra, Shorey Ail Tijdeman 根据 A2 中 提 到 的 Schinzel 
的 猪 想 证 明了 :Grimm 猜想 仅 有 有 限 多 个 例外 . 

Erdés 和 Selfridge ZER /(n ) f ffi SK, 3X HU Fn) de t E 
SR TES tz NUR m PEKA [n Lum FCD DH fli 
bilai pi 是 第 i 个 素数 ) 成 立 的 不 同 的 整数 ooa auo LEME. 
他 们 和 Pomerance 证 明了 ,对 大 的 wn 有 


(3 -e)n xi fln) < n? (Inn) 12. 


参考 文献 


P. Erdóe, Problems and results in combinatoria) analysis and combinatorial mim- 
ber theory, in Proc. 9th S.E. Conf. Combin. Graph Theory, Comput., Boca 


“H> 


Raton, Congressus Numerantium XXI, Utilitas Math. Winnipeg, 1978, 29 
a0. 

P. Erdós & C. Pomerance, Matching the natural numbers up to n with distinct 
multiples in another interval, Nederl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. A, 83(= 
Indag. Math., 42)(1980) 147-161; MR 811:10053. 

Paul Erdós & Carl Pomerance, An analogue of Grimm's problem of finding dis- 
tinct prime factors of consecutive integers, Utilitas Math., 24(1983) 45-46; 
MR 85b:11072. 

P. Erdés & J. L. Selfridge, Some problems on the prime factors of consecutive 
integers IE, in Proc. Washington State Univ. Conf. Number Theory, Pullman, 
1971, 13-21. : 

C. A. Grimm, A conjecture on consecutive composite numbers, Amer. Math. 
Monthly, 76(1969) 1126- 1128. 

Michel Langevin, Plus grand facteur premier d'entiers en progression arithmét- 
ique, Sém. Delange-Pisot-Poitou, 18(1976/77) Théorie des nombres: Fasc. 
1, Exp. No. 3, Paris, 1977; MR 81a:10011. 

Carl Pomerance, Some number theoretic matching problems, in Proc. Number 
Theory Conf., Queen's Univ., Kingston, 1979, 237- 247. 

Carl Pomerance & J. L. Selfridge, Proof of D.J. Newman's coprime mapping 
conjecture, Mathematika, 27(1980) 69 83; MR 811:10008. 

K. Ramachandra, T. N. Shorey & R. Tijdeman, On Grimm’s problem relating 
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B33. .二 项 系数 的 最 大 因子 


toma (") = nt “AY (nk)! 的 小 于 的 最 大 因 


下 ,我 们 能 说 些 什 么 嘱 ? Krdos 指出 ,容易 证 明 它 至 少 是 mx ,并 
猫 想 ;对 任何 c<<1 太 充分 大 的 , 它 可 能 在 cn 入 之 问 . Marilyn 
Faulkner 证 明了 :如 果 p 是 >2k MANA n> p WART 


(ml | Lyman) 的 案 因 子 .Earl Ecklund 证 明 


Fl 222k 2, KARR 7 和 je 外 ， (mme p< 
n/2. 
on | p U œp? ^1 - (62 D 
John Selfridge 猜想 :如果 nk? — 1,39 ZA B rmn IL 


D d3- 


n. (m -PRIP pn .在 最 小 素 因 子 pink 的 时 些 
二 项 系数 中 ,可 能 具有 有 限 多 个 满足 p13 MUA TB 
WAR BIEL KF p= 7. 而 在 在 无 穷 多 个 使 p = 5 这 一 结论 
UN Erdés, Lacampagne All Selfridge FVAWEWI(B31) 

出 Sylvester 和 Schur 相 开 独立 地 发 现 的 一 个 经 典 定理 是 说 : 
k A BEACE A 的 相 邻 整数 的 乘积 必 有 -个 大 于 A RAF. Leo 
Moser 狂想 Sylvester-Schur Ai AUX = Imod 4 的 素数 成 立 ， 其 含义 
WF :对 充分 大 的 (之 26) (P Mi AIF A RE Ind 
4. 然 而 ,Erdas 并 不 认为 此 狂想 为 真 ,但 它 可 能 并 不 容易 解决. 对 
HE John Lecch 注意 到 :14 个 整数 280213, > 280226 JE BEAT IE, ll 
4m > 1B AREA. 

由 于 Ira Gessel Al John Conway 的 贡献 我 们 才能 说 :在 本 BIS 
一 版 中 由 Neil Sloane 提出 的 Catalan 数 (Catalan number) n ! 1 
(7^ Jn ann (^ pato ttc A i Ku 

n n r 

知道 Cryr) 是 站 和 的 线性 组 合 ). 这 些 数 也 称 为 推广 的 抽签 数 
(ballot number) , 当 对 基 种 格 路 径 (lattice path) 进 行 计数 时 就 会 出 
现 这 种 数 . 

EN O0 lon Lt (^^ ii m M 
Erdés, Graham, Ruzsa Al Straus 猪 想 :存在 绝对 党 数 , RHIA m 


di JG Se. Erdös AMEX n4, e JAWES 了 数 . 
u 


由 于 | ("a Ii n = 24), MSU 
n 
| 24 [28 
2 | 
Wal, SArközy 对 充分 大 的 证 明了 这 - MERE Sander 则 证 二 


fas 


了 :在 一 种 精确 的 意义 下 ,接近 Pascal ^ ffr] oci S BCR Je 
LY VA TK. Granville 和 Rammaré 对 大 到 k > 300000 HOT ul: 
WJ ifie] 277300000 内 的 值 用 计算 完成 了 Sarkozy 的 证 明 , 他 
们 还 改进 了 Sander 的 结果 , 即 证 明了 存在 常数 0,0 o « 1 ,使 得 


vor (P er uoc en At nlik Rn- k< n? ATS 
ALES: 4E k Rakina) ?, PAE PE R defi 
好 可 能 的 结果 :对 基 个 >0 存在 光 穷 多 个 (”) 适 合生 >k>c 
(Inn)? ETE -SESS Linn 证 明了 此 结果 ,他们 指出 :存在 一 


PEM pp 0,4 nN we Jem FAC pN. 
由于 对 其 个 <>0 有 m< o/h? ATNA TE Y 
0, KE Pascal AMN N 行 中 无 平方 因子 数 的 个 数 是 一 yN， 
Erdös MAYA Mt 08,2 不 是 3 的 不 同 的 知之 和 [28= 35 1 
3a 32 UL BAR ME MRE 4229 有 
| E3 
3 , 
2* 
2n 
eats ap je d A A A PER IK S : y 
这 一 问题 ;Engene Levine 给 出 例子 n = 784 1786. Erdös 确信 不 
WAY n f. 
JM e= eC DAES AB p f jr iene "rte. 还 
ASAE LEARY e-moo nont)? 另 一 方面 Erdas 无法 推翻 结论 e 


>elnw. 


Ron Graham Æ% 100 美元 以 确定 是 向 无 5i 常 :有 
(^ F 10s] = l. Kummer 知道 ， "DE 3, 57K kih, 只 
n 


分 别 有 有 数字 0,1;0,1,2 或 0,1,2,3.H. Gupta FE S. P. Khare 发 
“TIS + 


现 了 小 于 79 fj 14 个 n WE: 1, 10, 756, 757, 3160, 3186, 3187, 
3250, 7560, 7561, 7651, 20007, 59548377, 59548401. 而 Peter 
Montgomery, Khare 和 其 他 人 找到 子 许多 更 大 的 值 . 

Erdés, Graham, Ruzsa 利 Straus 证 明了 :对 任何 两 个 素数 p 和 
q TEE ARAS n 1E 


[mu «Gode (7^ nna vir. g (3160) = 13, HLX} 3160 
<< 10994; (y). 
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B34. 是 否 存 在 i fn- iwa” fo 


Ti Hen AE Un F f fé fe T OSI ak AE n- i ER 
NEZ Erdös [i]: 当 n >2k 时 , Hy, n SE WIT I k 为 真 ? 
Schinzel y PIS fil: n = 99215, k = 15. Z6 H, JEU firi: 
Hy ATI n 为 真 ,那么 Schinzel 证 明了 H, X1 k =15,21,22, 
33,35 Al k 的 其 他 13 个 值 不 真 . 他 证 明了 :对 所 有 其 余 的 As 入 32， 
Hy, 为 中 :他 又 问 是 否 有 无 穷 多 个 非 索 数 寡 的 上 AEH, 为 真 . 他 猿 
起 此 绪论 不 其. 后 来 他 又 报告 说 此 结论 对 大 = 34 为 其 ,但 对 34 和 
201 之 问 其 余 的 正 索 数 拷 不 丰 ， 
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B35. 有 相同 素 因 子 的 相 邻 整数 的 乘积 


BES Cn) NFB nn Von + /(n) 中 至 少 有 一 个 能 整 
除 其 余 闭 数 之 积 的 最 小 整数 . 易 见 PRI = BXEn > kl 有 
Mn) >k. Erdós 还 证 明了 :对 无 穷 多 个 n 的 值 有 


“HIT + 


f(r) > exp((na)'? ©), 

TLL TT ARE On RET 1-9. 

Erdós fi] : Ci + 10m $ 2)- Ca ! RAO EL 12) On 
t OJEE b Le3) fib OPE HM ARA E? f n (2-3-4 
15:6) 77:8*9* 10 ÁI 1415-10 AG 48*49* SO. CW 2+ 3:4*5*6)-7-8 
*9*10- 102 12 AL 98*99* 100.3] k= 7153 fi HU ix (c ERNA 
W Ex. 

dr LO b) ei n 9 dos 1 2, a! dz iC M 
Erdos HUAJ 10 ERE m! EcL Ong he Lng) AME TNR 
Eit. Pli (4:3) LCISS2) HE L (3:4)  L(19;2). 他 问 :是 
MERES n MEA ECCE EX nMIE Lash) > Ln he 
yt [lb AS CE SE I v fg ar AC e Chef zt ig 
55 (i Gn) = oC rr) AWA AA DE pA M vi. (60) 41 
MRED 620 n> nC fi kin) € n'2 * J& v fA A E ET] 
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B30. Bulero rK% 


Eulero 函数 (Euler totient function) eG ) KAKAA Fn It 
n RIK BL eC) = ¢(2)= 1, p3) 94) 7 plo) 
2, p(5)= «(8) = 9(100 * 9(12) - 4, 9(7) = p(9) = 6. AAMT AG 
GEE MAIO n Mna Ai p(n) = p(n 1? BM - 1,3, 
15,104, 164, 194,255,495, 584,975. JE ff] E AS As RD ME BEA e 
Q,lp(n 11) 7 gGi)I < n At AIT TS HET Billie 将 其 他 人 
的 二 作 加 以 推广 ,在 10 VI FIRE eC) = eC ! RY 306 4 
ft AA 10" 1j 2-105 之 癌 找到 该 方程 的 85-1 ft. 


tds 


Schinzel 猪 想 对 每 个 偶数 大 ,方程 pln 1 B= p(n iX € 
个 艇 .他 注意 到 ,对 奇 的 对 应 的 猫 想 似 不 成 并 .对 =1 即 为 下 
- 段 所 述 之 问题 ,对 =3, 他 发 现在 <<10 I EUER n 73 Fn 
25.1. H. Lehmer 将 此 扩大 到 10°. Sierpinski 证 明了 对 每 个 人 ， 
olni E): ln) IP E 8 hi Schinzel 和 Wakulicz 则 证 明了 
M hj b< 2+ LO Es a5 DAT. Makowski 证 明了 对 每 个 人 A， 
qi k) 2p 0 BA -A TETTE p(n tk) 23e C ii 
{i Amer. Math . Monthly, 96(1989) 63 — 64 AIRE E 3215 的 解 ， 
Makowski W fo] dg BS 的 文献 ) 还 讨论 了 方程 p(w tk) = 
gr) glk) Browkin 证 明子 ;如果 =3. 则 它 没 有 解 r< 
37182142. 
SAEPE LAJA RIE 
gh S186) = (5187) = (5188) = 2537 
¢( 25930) | p(25935) - g( 25940) = (25942) = 2734 
(404471) = p(404473) = 9(404477) = 2832527. 
非 9 值 (oontotient) 指 的 是 使 (e) = n ERREZ n, A 
Ul n = 14,26, 34,38, 50,62, 68, 74, 76,86,90,94,98. Lehmers 对 
INF v 的 这 种 数 的 个 数 #(y) 进 行 了 计算 . 
v0 gpt 20t 340 4108 S108 6°104 7-10 aao 910 
CV) 200 2027 SSIS 8458 11438 14439 17486 20536 23606. 26663 
Erdas FILME WEW F fi gle) = n (RR WABCO) = ~ 
= H OE ve! Any JEP Cv fe clUn In Iny Y !j enyit 22 
Ji]. Maier Al Pomerance AfrfE iW] f 138 FYE ML 680.8178 Jy IL. 
Erdös f/f 4 db(cv) “PC y) c. WEIR Jy Ye, de POR C y) fur 
ZAIN BOR Vr Je htt fü EIU à 
非 对 偶 @ fE noncototien) Edif ie Cr) =n Xt md 
n {M i 10,26,34,50,52, 58, 86, 100. Sierpiński Al Erdös 猪 想 
WERKEN MORET o ff. 
Erdós 89 fo ith BRAG ie Jed Ju TL ERE e 存在 一 个 使 
(= mm €en MA tn, pU) = 六 者 不成立. XFER n 好 
Dame 


像 有 许多 . 
Michacl Ecker [i] : XJ v 的 什 么 样 的 值 ,级 数 


Mein fS C- D"! gi) Zw 
n zx 


plica 
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137. p(n) 能 否 成 为 n 一 1 的 真 因子 ? 


D.H. Lebmer AEEA n Wigor) J n - 1 09) T Hl 
Af AE n Big Cn) H n V ffo CIA Fx FER) n NT 
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Carmichael 数 (A13). 他 证 明了 这 种 数 必 至 少 是 7 个 不 同 素数 的 乘 

而 Licuwens EWI Y , 1831 n, 4i n> 5.5210 日 wn) > 
212; UAE n RD RV BE 5, MAT 25 M MR n AN EA 
至 少 是 7, 则 有 有 o (0) 213. RAAE T Schuh 的 工作 . Masao 
Kishore 证 明了 在 任何 情形 这 种 数 都 至 少 要 有 13 个 素 因 子 ,Cohn 
Al Hagis 将 此 改进 为 14. Siva Rama Prasad 和 Subbarao 将 
Lieuwens 的 结果 212 改进 为 w (n ) 2 1850, 而 Hagis 则 义 得 到 
wn) z: 298848. Siva Rama Prasad Al Rangamma HEW) Y, 如果 
UP AE. Mol n)7u-—l, MZA,A i w(n)225334. 

Pomerance 证 明 f NP x Hf gO) ln — 103 n 的 个 数 
为 

Ola? (Ine "In Ine) 1), 
Wi f RE Shan Zu) MEE JEA. 

Schinzel TE 4X 8, 如果 n = p (X 2p, XX I p 是 素数 ,那么 
pln) Y USER n V fli Dl EE ARE JC? Segal( 见 他 与 Cohen 的 
论文 ) 注 意 到 ,Schinzel 的 问题 可 化 为 Lehmer 的 问题 ,该 问题 出 现 
在 群 论 中 ,可 能 是 由 G. Hajós 提出 的 ( 见 Miech 的 论文 ,尽管 在 该 
SOME BEEF Gordon). 

如 果 n LE BOK AE NES p(n dn) 1 2. XL ER n 5444 
外 的 任何 合 数 n bi Subbarao 也 注意 到 ,如 果 n EIC, 
WA no (1) =2mody (1); CWE n = 4,6 或 22, 此 式 亦 成 立 . 它 
At EXOTIC» UT 

Subbarao 有 一 个 与 Lehmer 类 似 的 猜想 ,该 猜想 基于 函数 
e'(n)= [Pt = 1), ERBERI n REA RBC, 
pt d n WIRE et Or) Cn 一 上 D 当 且 仅 当 是 一 个 素数 短 . 季 还 有 
一 个 与 Lehmer 猜想 “对 偶 的 "猜想 , 即 仪 当 n 是 素数 时 有 y(n = 
tmoda ,这 里 br) JÈ Dedekind PRC UL B41). 

Ron Graham 给 出 如 下 狂想 

i 对 所 有 大 有 有 无穷 多 个 六 使 p(z) 1(n-&) ? 
* 420 


{FE RESUME k = OL k= 2 Ca 250) & E - 23 Cab > OD UES AL 
YL. PRN, Pomerance( WARE 32 中 提 色 的 Acta Arith. 二 的 论文 ) 
对 Graham 的 问题 作 了 了 处理. Victor Meally 发 现 p(n ) fiib] fée BR 
1, 例 旭 对 ww = n, = 34541743534929 Al n = 0: 83623937 (TEE 
353= 11: 25 + 1,929 = 29-25 + 1, 83623937 = 11.29.28+ 1 以 及 
(353 - 28) (929 - 28) =2' — 28 1 1. ). 
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38. p(n) = oln HME 


etit X51 BRP m,n fligG un) = on)? 因为 对 素数 p 有 
qp) p - M fllaCp) = p 1 1 REE EADY BMP Ae HEB 
CAT) AM In ILI f eJ iy at 9. 回 伴 地 ,用 于 o (Mp) = 2? = 
qQO^' ) , 故 当 人 存在 无 穷 多 个 Mersenne 素数 时 (A3) GIL BE TT 
让 定 的 解答 . 然 看 ,除了 这 些 可 能 的 解 以 外 它 还 有 许多 解 , 这 些 解 
CUE TE ASAT AT AH SETS GE, (i UE p780) = 192= 0 (105). 

Erdos 注意 到 方程 Ce) = n! IEN LR P n = 2 以 
Haly) = nt 可 能 也 是 可 能 的 .Charles R. Wall 能 证 明 对 n #2 
方程 gO) = nt 是 可 解 的 , 基 中 二 是 Dedekind L BAL). 
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B39. Carmichael 猜想 


Carmichael fff ME CCarmichacl conjecture). Xf f n 似乎 能 找 
HPA n W m WET ep On) = p(n). (e 20 uku S p E 
ERARI Carmichael 已 经 证 明子 这 一 猜想 , Klee 对 满足 
oln) « "fi n PI oi ABE 22 3 eid n deu Cx H8 
A Massai 和 Valete TEILA DEC S 10! Schlafly 和 Wagon 则 
VILE Jy 10999. Js V bor] 1079999 | Pomeranee 让 明了 ,如果 
六 是 有 如 下 性 质 的 数 :对 每 个 使 得 p LEUR eC) DU A XC p HAT 
ph EBR n WA RA I UA i IEEE CAS ER) ,如 果 前 “ 
T Ap MGanodq t JE q EAR RRIF q' MEX 
i NU a R n E LARA CFT ERE. py — 1 | Mace, ~ 1) 的 
正确 性 . 最 后 这 一 猿 想 的 正确 性 也 顷 含 了 不 存在 满足 此 定理 的 数 
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定义 一 个 粘 数 的 重 数 (naaltiplicity) 为 它 作为 ge Cn ) frc n 
的 次 数 .例如 ,6 的 重 数 是 4 AE 7,9, 14,18 ££ pln) =6, 
耐 对 其 他 的 n ERRAR.. EER OME EAT APC > 1S 
XF n = 14,26,34,…) ,但 根据 Carmichael 猜想 , 重 数 不 能 是 1. 
Sierpinski 猜想 所 有 大 于 1 的 整数 都 作为 某 个 数 的 重 数 出 现 ; 而 
Erdós 证 明了 : 如 果 一 个 重 数 出 现 了 -- 次 , 它 必 出 现 无 穷 多 次 . 
Schlafly 和 Wagon 找到 了 从 2 到 65 的 所 有 重 数 的 例子 . 

有 这 样 的 偶数 存在 ,对 于 它 不 存在 奇数 m 使 有 oln) = 
p(n). Lorraine Foster 作为 这 样 的 数 中 之 最 小 者 给 出 n= 
33817088 = 29.2572. 

Erdós 证 明了 ,如 果 p(z) = k MEAT s Tf LT YS SPIES E 
个 使 该 方程 也 愉 有 > MAE LIE PRAT > MR c 是 
使 之 为 真 的 那 种 < 的 最 小 上 界 , 则 Wooldridge WEW f. C273 242 
20.17157. Pomerance 利用 Hooley 对 Brun Titehmarsh 定理 的 改 
进 将 此 结果 改进 为 Cx - 625/512¢ > 0. 55092, 他 还 发 现 山 
Iwaniec 作 出 的 进一步 的 改进 使 他 可 以 得 到 C >0. 55655, 从 而 对 
ERED k dis E. Erdos 猜想 有 C= 1. 在 另外 的 方向 上 
Pomerance iE] f^ 

s < kexpl - (1 4 o(1))In£ln In IngAn Ink}, 
他 还 给 出 一 种 探索 式 的 讨论 以 支持 他 认为 这 是 最 好 可 能 结果 的 信 
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40. AS F n LL v UL AS EG n CHA E D 


如 果 a X ar E aso ENT. n GRY PRG MY 
Erdös WRA NI Gaia oc a en? 7g(Qn) FOIE UEWI COE 500 
类 元 . Hooley WEW V: 0 «ia €2 fi Main ~ a K 
a(n/g(n)»*! LAM Ca; 4 7 a; Y. Ka (llnn)? ; Vaughan "EXE 
Mfg gi c 1" bz rx -猜想 ,并 最 终 与 Montgomery 一 道 赢得 了 
WER. 

Jacobsthal [n] : (20) = max(a; i; 7 a; IAE AE T A? Erdos $j: 
MESE AT e TP RC ni, nny naw, n Ln ME 

.125 + 


C6, J Or) > hor J Gig) > Ine? 
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PAI. o Alo tel 


y gor atu po aix Mp ec ptg REI AS. 
AA: Fe CULA] Euler PROC Reb f ERL Dedekind KRA 
B MAE n o pn pM geo Kost | p IC» D ,也 
Ww pln) «lla Vp") GRE BUDE Ada x F. 2 WS 
PRPC jf o Ey QU n 2 - fr i, Jer o piti a 连续 增加 
LEIE = b MRE, dbi EREA n I UC SE ICI PE TY i, f] An 
PE Q'YT)-227837. RY pele AL pl Quam) xt raf 
Ge). 

David V" Periney Al Pomerance 在 i ASAE I iC Sc p E] 

Fifi n MeL WEEK BOG Ra] AC M. PRA Cn) n WR 
ix. REALE s^ 318 


inte 


人 
AIC do) Mound. ao] 24 用 | (gi 48) - 
Ue vae ag. som) docena n aso: 


py = 46. (32,9772) 547, | (46 148) 47,7. Charles R. Wall 
Ve De s BOE VOY 9I fS BL f: M 45,48, XA 50, 55 J dP 
PETS 


li; ARE SJ fp 5660.80.88 92 94,95. 96.5.) 号 项 之 后 的 每 
Mii ff cc i vi RP IS AN oi fI PF Y 

我 们 还 证 以 求 go 及 g RAZ VY ERE E C. ET m2. 
gCiYh MB ii n J Y Jr BR YT; d P i Ms OD 
是 奋 数 ， ee PEII MERER. 例如 54.69.70. 84,124, 142, 
143,144, 225 : :在 WEATER BEAY RR race). FEM 
DEO DU n = EU ACRI EC On) * e (072 7 n OF 9p uf 
能 要 成 常数 ,例如 60, 92, 106. 107. 107. 是 否 存在 无 限 增长 义 
DEM ELI 
然 ,如 果 我 们 对 p PR HEAR, 最 终 会 得 到 1. 称 使 得 
qO) VIN YE LLL kn 的 类 (class) . 


k n 
1 E 
3 : RUE ; 
MS 7 8 9 gq0 12 44 I8 
4 gs ^ 70e 49 20 21 22 M 2087 
5 17 23.325 205 BM 32330 M 35 32239 40 43. 
GHI 47 St 53 55 59 ol . 61 65 67 G8 60 7| DS 


7 83 NS RY 97 DOL 103 107 113 EES 19 121122 123 125 128 


类 的 报 小 村 的 集合 是 AT 12:35 1117,41 83. n D Shap 

ub Pore fH si Fe BESET e BG IE SHEE 
SLM IBA co 

'93)25,29,31;41,47, 51, 53,55, 


59,61; 183, 85. 


HE Shapiro WEET , S SERAN 了 也 在 S 中 .Cattin 证 明了 ,如 烛 
nii e M po SACO M 的 因 于 也 在 M bs LUC MIETEN 
£M MAT TBS AUG S (1 SE ET M 
M R EHLI pO? , i 

Pillai iJ] £ WK PODES 0C 


nid 


ENTE 


l " 24. 
Lercaro «d nt. 


A LCS 273  ) & n ) Ans EKHI An 3,17 2 HUBER RC) 
的 平均 性 状 及 正规 人 性状 如 何 ? Erdós, Granville, Pomerance 和 Spiro 
猜想 存在 一 个 常数 Lili COD ERU AE alnn ,并 在 假设 Elliott- 
Halberstam 猪 想 为 真 的 条 件 下 证 明了 此 猜想 . 他 们 还 证 骨节 ,对 每 
MERR h, Cn) Zn I E BUR RE he” ln In Ins ,这 里 > 是 
Ruler 常数 . WAERT PES AHS Ti RAE CBA, FF o (n) 
是 因子 之 和 这 一 函数 的 第 UAL, MA) Es HE SH PUT: 
一 命题 . 

& OMIT n> 1, kotti d '(u)/c(n) el? 

i MRED n1, R nol fo ch" lu) (n) * 7 

à OT n 21,4 kotiin) "o ? 
MRED n> AED finie (n) Y 
i 对 每 个 mm PME Ro (n) 7 

i 对 每 个 mm >1 TEER uL it (Cm) ol (0) ? 

Miriam Hausman 刻画 了 方程 n = mo (n ) fff n ERE. E 
们 主要 的 特征 是 形 如 273^. 

Finucane Xf PRB p(n) + 工作 了 夺 代 ,并 问 道 : 经 过 多 少 步 可 
以 得 到 素数 ? 又 给 定 -- 个 素数 p, MAAIE F p IEI BÉ s 
的 值 的 分 布 如 何 ? 5,8,10,12 是 仪 有 的 终止 于 5 的 数 吗 ? 而 7,9， 
14,15,16,18,20,24,30 是 仪 有 的 终止 于 7 的 数 吗 ? 

Erdós 对 (n) - 1 4C 4t f 2E DU Io tK eI b P 
素数 呢 , 还 是 它 可 以 无 限 增长 呢 ? KEA o (n) - 0 (par)! 
9(n)) "2i (p(n) +ac(z))L2 HEAR, fii A FR uE I JE 
增长 比 指数 来 得 慢 . 有 关 的 结果 及 猜想 , 见 下 面 提 到 的 四 位 作者 的 
论文 . 

Atanassov 4 X. f e Alo 的 某 些 加 性 类 似 物 ,提出 17 个 间 
题 ,但 只 回答 了 其 中 3 个 问题 . 
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iO. elato) oon) 


“Erdis 要 求 我 们 证 明 : 对 用 乎 所 有 ,7 Ndi - 
perve 


p(n) MIEHEN n A g(n) < pln gom. uu 
Makowski 和 Schinzel 证 明了 和 TET 


lim sige latn = o, lim supp? (n)/n = i 


以 及 lim info (n) 7n 网 * aca: TIS 对 所 有 是否 有 
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aCqGOD)) Zn. i v fbf dt WHE info Ce CD Zn 20 也 没有 得 刘 
ji] , {H Pomerance JU Bron 的 方法 WW]. p. 

John Selfridge, Fred Hoffman 和 Rich Schrocppel JE PI f£ 
pland) =n fi 24 SAI 
DECAF E —0,1,3,7,15 fl 31023,2352 3*0 2 3«-7- 
13,2:3:5,2*«32-5;2) 345231027 33482312 34540527437 
5.113;28.34.5.11 23352-41293 7 13;2 3977 413;29 3 
57,209.31. 52.72,03 33.5.4 31223? LP. 

当然 ,对 应 也 有 o Go (n) © m f 24. 个 解 -问题 是 还 fifi 
waneng? (i59: E rfc f 

Golomb PE XX f, MYE q >3 Al pq JERGA. mE 12, 
38,9, 15} MBA n= pm M o(oO0)) = pnd Mi. EREN A 
5i A Xx FUE, HAE JESEN HET WUA GA fi WI MEA IE. "LE 
ip JE AU nu 1,3. 15,45, 7; di ÈH E A Me den d 
og n)) a Cn) 1,87, 362, 1257, 1798, 5002 ,9374. fiif? 
E, UE p A? = 172 ERRA p 3,7, 13,71, 103), 9 
A n3 M oCGpGD) = eG ODffi DREW P aCeGD)- 
plan) AFF LUC INCAS ff RH IAL. fe opt sp ATE Pr iy A 
HC uf : 
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B43. 阶乘 的 交错 和 


i RK 

3.2521 .111 -5, 

$ir3l:t2! -1! =19, 

SV -44 434 -2! EIL = OL, 

Gl = St idl 3 021 oat -oly, 

Tt -6l CSI adh 131 221.114. 74421, 

8! =7} 161 51 14! 3| (21 10! -35899 
Hj m i 2533 AIA Fito TTT A c EDS 
Wig LT n WOME, A, nto (n DIE 1072! 7 tnn 
(CODA: 


n A, n ^. 
Y 794139 US GU H5578717622022981 (prine) 
10 A304 8£9Cprimic) 20  8969-210101 1229743351 
11 13-2816537 21 03: 167-4511 0012572020421 
4r xem 22 79+330+56047572 10414 3809 ` 
13 47-1427 -86249 0 23 85439+28990.3900455734779 
(uM 2H nlóque20975) | 24 , 12203: 24081 -2010359484038233 
15 1226280710981 (prine) 25 59«585307-455254005662640637 
10 S3-6581-56470483 J6 165 3849865 3915 38325380607 
17 477148742985723 NI V NT: 1*1163:20656334799701 30593 


I8. 2083-2201044010593 i 8 GU 224171 218203577577 999 043990 


fh ncm PU ne an era 因子 数 . Wilfrid) Keller 继续 
计算 到 N<335. Ya n =41,59,01, o 160, Ae IS 


B44. 阶乘 的 和 


D. Kurepa 4f X1 501 41124121 05 0n Dt UE Je at 
MN n 22 ff! nz Qnoda? Slavic AJ 3: x 1000 JH] TEJLAJ 
TORE TRUE. A EIER CT n,n!) = 2. Wagstaff 将 对 此 猜想 的 计算 
Ru" AB » < 50000. Mijajlovic 则 对 n< 105 进行 了 验证 . 他 
注意 到 ,对 KK, =! ba) 19 1H 402! (e rau! Ref it pti 
i£ 4 2222 4E 31K, ht 275 4i 9| Kill] n 10 则 有 991K,， 
Wilfrid Keller -下 从 事 进 -- 步 的 计算 和 验证 ,他 对 n < 10^ 没有 发 
BLK, 有 任何 新 的 整除 性 .在 一 封 1991 年 3 月 21 HTT , Reg. 
Bond 对 此 猜想 给 出 一 个 玉 经 发 表 的 证 明 . 

又 猜想 除了 22 WSR T3 外 ,1 n 足 无 平方 因子 数 ，Mijajlovic il: 
实 了 对 1223 有 mM n. 
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145. Euler 数 


AOL seer + ps E, Gu)" ^n Yir X JJ Euler Sr Euler 
nanber), 它 是 在 许多 组 合 问题 由 提出 来 的 . Ey = 1, B= = 1, E4 
55. - 6l, Eg = 1385, Ew = - 50521, Ey; = 2702765, En = 
~ 199360981 , E 1 = 19391512145, Eys = ~ 2404879675441 , ++. 对 
{Clef RE p=linod 8, Ec, bz 天 0modp 是 否 为 真 ? EX p= 
Smod 8 ki di ASL? 


ER 
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_B46 . BARE jt b 


Ends H PGn) 记 n ARIA JEISUE THE TD Be TR 

p Mi p-1)/P(p~t) 22* = 24 32 " 
WR n>2, W Pn), P(n +1), PG + 2 全 不 相同 ， 证 明 

和 低 , 中 ,高 1 的 6 个 排列 中 的 每 一 个 都 出 现 无 穷 多 次 , 且 以 同样 的 
频率 出 现 .2 -2,2* 一 1,2* 表明 ;中 高低 对 无 穷 多 个 有 都 出 现 ， 
这 是 因为 由 Bang( 或 Mahler) 的 一 个 定理 , 当 k- omj P(2 - 
>o. Hy Y Ti UG. H eb BUG S BUR, PATEK, p 来 
说 ,p lp Alp + LAER? BART! 试用 p?-1, 
p? VA p2 +1 RIFE AUR PC p? 1) € p HT DAGURH p* - 1, pt 
和 p’ 1. OUR, ETRE p, sent. titi pu t1) 
>p. : 
Selfridge X} 2*,2* + 1 Al 2€ 2 PRET AG 35 "IP RO, 
Tijdeman 对 中 、 低 、 高 情形 给 出 如 下 的 讨论 : T See A 
LÆ, MAL ya, pev ns itty i 
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P. Erdós & Carl Pomerance, On the largest prime haia of n and n "rh Aequo- 
tiones Math., 17(1978) 311-321; MR 5B #476: 


147. 何 时 2° -24 Mio nt? 


“Selfridge PERU Sa DEFT v2.2? - 2 整除 n? = 2,27 -2 ERE 
» CRASSI te mt OPE uc ur AS UN 


MNT 


ase 


we QP PRR n” = ed ZI BLD 24-2" 
fi EE a n” OYDE nd? n = 3 的 情形 向 Harry Ruderman 在 
Amer Math. Monthty , 81(1974) 405. 上 作为 问题 E2468 Hè Tih 
来 .在 解答 中 (83(1976) 288 - 289) Bill Vélez Jb, - b) = (0,1) 
作为 于 凡 解 子 以 省 略 ,并 给 出 另外 3746 :CLL) (0,2), (2,2), 
(3,2),(1,4),(2,4),(3,4),(4,4),(2,6),(3;6),(2,12),(3,12), 
(4, 12). 由 Pomerance 所 做 的 评论 (84(1977) 59 -- 60) #0, 
Schinzel 的 结果 完成 了 Vélez 的 解 . 孙 琦 (Sun Qi) 和 张 明 志 (Zhang 
Ming-Zhi) 也 对 此 问题 作 子 解答 . 
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B48. 经 过 素数 的 乘积 


David Silverman 注意 到 ,如 果 p, LSS à 个 素数 , 则 
T5! : 
dup Pact 
对 im = 1,2,3,4 和 8 ARERR fb EE file ri polt o 等 价 地 
说 ,正如 Makowski 所 看 到 的 ( 见 问 题 B16 的 文献 ) ,就 是 问 对 什么 
FEM n = li Pr PODER oln)? 例如 ,如 果 oC) - 4o(n) IE 
ret 
么 27 或 者 是 - -个 完全 数 , 或 者 是 -个 过 剩 数 , 即 有 aln) 4. 
Wagstalf SOR 
pti s 
j pr 2 
给 出 - -个 初等 迹 明 (比方 说 不 岂 Riemannt PRA TIE IL) , BONY 
乘积 经 过 所 有 素数 . 看 起 来 不 大 可 能 有 -个 不 用 解析 方法 的 证 骨 ， 


De 


OS ETAT N, EAE ET 3 整除 . Eu- 
ler 的 证 明 是 : 
bri zt 
a ll zd i 
Pos (Hy _ 5 
~ t) ~ AQ 2° 
这 里 用 到 Det = Hi (1 — p:*)- 3, “Sats PAU) n^ 
= 4/90. Wagstaff 认为 第 一 KENEN, CAMIF E, tu 
看 到 Udon? y - 5» n^ e j aan reus 


AD hD esd d 


=t n? manti M 


的 一 个 直接 证 明 ， oe aS 
B49. Smith 数 


Albert Wilansky AUR ES 77, l 
Pts 4931715: 3°5*5°65837 oo 

WS BCE 2 BLEAK AF SORES AY 
数 称 为 Smith 数 (Smith number) ,这 种 数 很 快 吸引 了 大 家 的 兴趣 . 
平凡 地 说 ,任何 素数 缘 是 Smith 数 ,而 4,22,27,58,85,94,121, 
UAB JE Smith C Oltikar Al Wayland 给 出 例子 3304 (109 — 1) /9 
和 2:1045(1037 — 1) 心 ,而 寻找 越 来 越 大 的 Smith 数 的 竞赛 仍 在 继 
SE. Yates 给 出 有 10694985 位 数字 的 Smith 数 

10313210 forest -1 X 1045594 十 3- 102297 + pu, 


从 那 以 后 ,他 义 用 一 个 有 13614513 位 数字 的 Smith 数 打破 了 他 自 
已 的 记录 . 
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+ 436 ， 


COO O O GRABE 
Cl, Goldbach 猜想 ， 


,最 为 名 志 显 赫 的 问题 之 一 是 Goldbach 猜想 :每 个 太 于 4 的 偶 
一 数 订 表 为 两 个 AX Javier Echevarria 对 直 到 2 的 偶数 作 
FUE, Matti Sinisalo 验证 到 4x 10"'. Vinogradov 证 明了 每 个 大 


p 3 (再 实 上 做 出 这 一 成 果 的 应 是 K，G，Borozdkin, 他 用 Vino- 

gradov 方法 得 到 的 办 是 eo ”一 一 译 者 注 ) 的 奇数 是 三 个 素数 之 

和 .而 陈景润 (Chen jing-Run) 则 证 明了 ,所 有 充分 大 的 偶数 是 一 

个 未 数 和 … 个 企 多 是 两 个 素数 乘积 的 数 之 和 . 陈景润 和 王 天 泽 
(Wang Tian-Ze) 还 将 数 FMA e £X 

, Hardy £l Littlewood 的 “猜想 A"( 参 见 Al, 'A8) 是 说 ， fA n 


* rama bias Naz(m) 渐 近 地 由 ， 


sm qoe T (63 3) 


dti inte AB REAR 2c~1. 3203, EROR BURG n 的 所 
ti dA f. 

o, M Le Stein ALP. R. Stein 3} n 10 计算 了 x(n), 并 对 
所 有 <1911 ELI No(n) =k FTH 的 值 . HH Na(n) 
取 到 所 有 的 正 束 数值 他 们 还 对 w < 108 验证 了 这 一 猜想 . 

Granville, van de Lune All te Riele 将 此 范围 扩大 到 了 2-10!9. 

没 p(z) 是 Euler p ABAB36) BAS p 为 素数 则 有 olp) = 
pol. 如 果 Goldbach 猜想 为 真 , 则 对 每 个 数 m 存在 素数 pp， q 使 得 
plL) + plq) = 2m. 

MRH p 和 9 为 雪 数 这 一 条 件 放宽 ;, 则 证 明 慎 有 —" 


QAM S 


p Allg 存在 应 较为 容易 . Erdos 和 Leo Moser Is] hE efie $15] E 
WI? 

Antonio Filz E Xr A 2m 1-4 HEN prime circle) JEM 1:51 
2m (ic) PF HUE ES, JE p AB Ce AY Dy AO 
m = 1,253 木质 上 只 有 一 个 素 轿 ,对 ww = SAT OL Te > 5 
有 48 个 .是 盏 对 所 有 m BARRET? AKAA -PA 
近 估计 ， 

类 似 地 ,Margaret Kenney Ptih KETIK (prime pyramid) 


1 2 
1 2 3 
1 2 3 4 
1 4 3 2 5 
1 4 3 2 5 6 
1 7 


其 中 第 s FTA 2 n A LIR, DA n BED) BE ALIAS 
数 的 和 和 皆 为 素数 , ASS n FEN UIT BP Ty SU EI EB AX 
个 问题 是 由 Morris Wald 提出 来 的 . ird 19 fat LT ut A 5 20) 
的 ,但 是 给 出 它 的 证 明 可 能 和 和 证明 Goldbach 4f AU AS Er EE ME. 
E. T. H. Wang 星 些 时 候 提 出 一 个 限制 条 件 较 田 的 问题 :对 接 中 
MCA TAE. 

Erdós [v] K ti £i 4593 de» RIK p (Efe MEET p 3 的 偶 
KOS f AC M T p WR Xs? AM, p= 13:107 13- 3, 
8=11-3,6=11-5,4=7-3,2=5-3. 
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C2. 相连 素数 和 


令 [为 下 表 本 成 (一 个 或 多 个 ) 相 连 驼 数 之 和 的 才 法 数 . 
例如 
5=2+3 以 及 41=11413+17=2+345+74141+13， 
WAY /(5) =2 及 f(41) 23. Leo Moser 证 明了 
lim L3 fn) = n2, 


acl . 
并 问 是 省 无 穷 多 次 有 On) = Y AP RED k, fen) = Meet] 
解 ? XEBEAS k, WES n) = k IR 立 的 数 有 密度 吗 ? JE ff fi lim sup 
[Gi) = œ? 

Erdós 问 是 查 有 上 无穷 整数 序列 IKu ar X nli a, bagi! 
的 解数 A 与 1 一 道 趋向 万 穷 ? 他 注意 到 ,如 果 蝇 调 
YR > iW A AEE AS ALE TR 六 有限 多 个 数 以 外 的 所 有 的 ， 
是 省 有 (0) 20. WE a; = i, fO) BRE » WANTER. 
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C3. 幸 运 数 


Gardiner 和 其 他 人 根据 修改 的 Eratosthenes ME, AFERA 
定义 了 幸运 数 (lucky number). 从 自然 数 中 别 出 所 有 偶数 , 留 下 奇 
数 . 除了 1 以 外 ,第 一 个 留 下 的 数 是 3. 在 新 数列 中 每 3 个 数 去 掉 
一 个 数 ( 即 去 掉 那些 形 如 6k — 1 05380) , 剩 下 的 是 

1,3,7,9,13,15,19,21,25,27,31,33,°" 
下 一 个 留 下 的 数 是 7, 在 该 数列 中 每 7 个 数 去 掉 一 个 数 ( 即 去 掉 那 
HEFL AN 42k -23 FN 42k — 3 的 数 ). 再 下 一 个 剩 下 的 数 是 9, 再 从 
剩 下 的 数列 中 每 9 个 数 去 掉 一 个 数 ,如 此 一 直 做 下 去 ,直到 最 后 得 
到 幸运 数 
1,3,7,9,13,15,21,25,31,33,37,43,49,51,63,67,69, 
73,75,79 87 ,93,99,105, 111,115,127, 129, 133,135,141, 
151,159, 163,169 ,171,189, 193, 195,201,205 ,211,219,223, 
231,:- 

与 有 关 素 数 的 经 典 问题 相 平 行 地 ,人 们 对 幸运 数 也 提出 许多 
问题 . 例如 ,车 L(n) 是 1+ man 的 解数 ,这 里 n 是 偶数 而 ! 和 
m 是 幸运 数 , 则 M. L. Stein 和 P. R. Stein 找到 了 的 值 ,使 对 
所 有 k 志 1769 有 L2(n)= 上 ,又 对 Cl 中 所 做 的 猜想 有 一 个 对 应 的 
猜想 . 


参考 文献 


W. E. Briggs, Prime-like sequences generated by a sieve process, Duke Math. J., 
30(1963) 297-312; MR 26 #6145. 

R. G. Buschman & M. C. Wunderlich, Sieve-generated sequences with translated 
intervals, Canad. J. Math., 19(1967) 559-570; MR 35 #2855. 

R. G. Buschman & M. C. Wunderlich, Sieves with generalized intervals, Boll. 
Un. Mat. Ital.(3), 21(1966) 362-367. 

Paul Erdés & Eri Jabotinsky, On sequences of integers generated by a sieving 
process, I, II, Nerderl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. A, 61 = Indag. Math., 
20(1958) 115-128; MR 21 #2628. 

Verna Gardiner, R. Lazarus, N. Metropolis & S. Ulam, On certain sequences of 


[08e 


integers generated by sieves, Math. Mag., 31(1956) 117-122; 17, 711. 

David Hawkins & W. E. Briggs, The lucky number theorem, Math. Mag., 31(1957- 
58) 81-84, 277-280; MR 21 #2629, 2630. 

M. C. Wunderlich, Sieve-generated sequences, Canad. J. Math., 18(1966) 291- 
299; MR 32 #5625. 

M. C. Wunderlich, A general class of sieve generated sequences, Acta Arith., 
16(1969-70) 41-56; MR 39 #6852. 

M. C. Wunderlich & W. E. Briggs, Second and third term approximations of sieve- 
generated sequences, Illinois J. Math., 10(1966) 694-700; MR 34 #153. 


C4. Ulam 数 


Ulam 从 任意 的 ui 和 uo 开始 , 继 之 以 恰好 以 惟一 方式 用 前 
面 某 两 个 不 同 的 数 的 和 表 出 之 数 ,如 此 他 构造 出 递增 的 正 整数 序 
列 . Recaman 问 了 一 些 与 U- 数 (U-number, 即 Ulam 数 一 一 译 者 
E)(ui71,u272) 
1,2,3,4,6,8,11,13,16,18,26,28,36,38,47,48,53,57 
62,69,72,77,82,87,97,99,102,106,114,126,131,138,145, 
148,155,175,177,180,182, 189,197 ,206,209,219, ++- 
有 关 的 问题 : 
(1) 除 了 1+2=3 以 外 ,两 个 相 邻 的 U- 数 之 和 能 是 一 个 U- 数 
吗 ? 
(2) 有 无 穷 多 个 数 
23,25,33,35,43,45,67,92,94,96, --- 
不 是 两 个 U- 数 之 和 吗 ? 
(3)(Ulam)U- 数 有 正 密度 吗 ? 
(4) 有 无 穷 多 对 相 邻 的 U- 数 
(1,2),(2,3),(3,4),(47,48),*… 
mj? 
(5)U- 数 序列 中 有 任意 大 的 间隙 吗 ? 
为 了 回答 问题 (1) ,Frank Owens 注意 到 ujo + xzo=62 + 69= 
131= xsl. 为 了 回答 问题 (4) , Muller 计算 了 20000 项 ,但 未 找到 新 
的 例子 . 另 一 方面 ,有 多 于 60% 的 项 与 另 一 个 项 的 差 恰好 是 2. 
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David Zeitlin 问 U- 数 的 序列 是 否 是 完全 的 (complete) ,这 里 
序列 的 完全 性 是 指 每 个 正 数 均 可 表 为 该 序列 中 不 同 元 素 之 和 . 
Stefan Burr 注意 到 此 结论 为 真 ,因为 2 以 后 的 每 一 项 都 小 于 它 前 
一 项 的 两 倍 . 

要 提醒 读者 的 是 ,在 与 Alan Baker 对 “S- 数 "和 "全 数 "的 刻画 
有 关 的 代数 数论 中 ,Mahler 也 曾 用 到 “U- 数 ”这 一 名 词 . 

更 一 般 地 ,我 们 可 以 定义 用 同样 的 方式 构造 出 来 的 s- 加 性 序 
列 (s-additive sequence) :除了 每 一 项 恰 可 用 s 种 方式 表 为 它 前 面 
某 两 项 之 和 外 ,其 余 与 前 定义 相同 . U- 数 对 应 于 s =1. WR s= 
0, 序 列 是 从 不 是 前 面 两 个 不 同 的 数 之 和 的 数 构造 出 来 的 . 与 下 面 
的 问题 C9,E28 和 E32 相 比 较 . 更 一 般 地 还 有 所 谓 的 (*,+)- 加 性 
序列 ((s,z)-additive sequence) ,这 个 序列 里 的 每 一 项 恰好 可 以 用 
s 种 方式 表示 成 前 面 某 t 个 不 同 的 元 素 之 和 . 用 这 个 记号 ,U- 数 
正 是 从 ui =1,us=2 开始 的 (1,2)- 加 性 序列 .Steven Finch 在 这 
方面 做 了 许多 工作 ,并 有 一 些 猜想 . 例如 ,从 (wi, uz) (ui < uz, 
ul 上 wu2) 开 始 的 序列 在 下 列 情形 只 包含 有 限 多 个 偶数 项 :(a) Cu 
u2) = (2, u2) 8E wu2 之 5);(b)(4,u2);(c)(5,6);(d)u1 之 6 且 为 偶 
B (e) Z7 为 奇数 ,xz 为 偶数 .而 在 其 他 情形 序列 中 有 无 穷 多 个 
偶数 项 . 
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CS. 确定 一 个 集合 的 元 素 的 和 


Leo Moser 提出 下 列 问题 ,而 Selfridge, Straus 和 其 他 人 则 大 
部 分 予以 解决 :一 个 集合 中 所 有 数 对 的 和 在 多 大 程度 上 确定 该 集 
f? 他 们 证 明了 :如 果 这 集合 的 基数 不 是 2 的 矫 , 则 集合 的 元 素 可 
以 被 确定 . 设 yi oso y EWR 2122. ct WM m + 2 (iF 
j IBA s-2*10* - 1). 是 否 有 多 于 两 个 集合 | xi} 能 给 出 相同 
的 集合 iy} 呢 ?如 果 有 =3, 则 可 能 有 3 个 这 样 的 集合 ,例如 

{41,4+9,+15,+19},{+2, £6, +12, +22}, 
1£3, £7, € 13, £211, 

但 是 不 能 有 多 于 3 个. 对 于 &>3 问题 没有 解决 . 对 应 于 一 给 定 
集合 的 3 个 元 素 之 和 的 问题 ,除了 以 下 两 种 情形 外 , 均 已 获得 解 
RW n-273X n= 486, RE |x, 22,77, x, 1 9 3 个 不 同 元 素 
之 和 能 确定 该 集合 吗 ? 对 应 于 4 个 不 同 元 素 和 的 问题 已 被 Ewell 
解决 . 
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C6. 加 法 链 ,Brauer # , Hansen 链 


对 的 一 个 加 法 链 (addition chain) 是 一 个 序列 1= ao< a1 
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<a, = n ,从 第 二 项 起 每 个 数 都 是 前 面 某 两 个 (不 一 定 不 同 的 ) 
元 素 之 和 . 例如 
1,14+1,2+2,4+2,6+2,8+6 
以 及 
1,1+1,2+2,4+2,4+4,8+6 
都 是 对 14 的 长 度 (length) 为 r=5 的 加 法 链 . 对 ”的 加 法 链 的 最 
小 长 度 记 为 Z(z). 
主要 的 未 解决 的 问题 是 Scholz 猜想 
à I(2"-1)<n-1+lln) ? 
Xf n —2*,2* +25 ,27 € 25 € 27 ,2* € 2^ +2° +24, Utz, Gioia 等 人 给 
出 了 证 明 ; 对 1<n<18 则 由 Knuth 和 Thurber 给 出 了 证 明 . 
Brauer 对 存在 最 短 链 的 那些 n 证 明了 此 猜想 ,最短 链 也 称 为 
Brauer f£ (Brauer chain) ,其 中 每 一 个 数 都 用 上 一 个 数 作 为 加 数 . 
上 面 的 第 二 个 例子 不 是 Brauer 链 , 因为 其 中 的 项 4+ 4 没有 用 到 
加 数 6. 这 样 的 n 称 为 一 个 Brauer 数 (Brauer number). Hansen 证 
明了 有 无 穷 多 个 非 Braver 数 ,但 他 还 证 明了 :如 果 n 有 一 个 是 
Hansen 链 的 最 短 链 , 则 Scholz 猜想 仍然 成 立 . 这 里 所 谓 的 Hansen 
链 (Hansen chain) 是 指 有 子 元 素 集 瓦 ,使 得 该 链 的 每 个 元 素 都 用 
BH 中 小 于 该 元 素 的 最 大 数 作为 加 数 . 上 面 第 二 个 例子 是 
Hansen 链 ,对 应 的 H = {1,2,4,8}. Knuth 对 n = 12509 给 出 一 个 
Hansen 链 的 例子 (五 = it,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024， 
1041,2082 ,4164,8328 ,8345} ) : 
1,2,4,8,16,17,32,64,128,256,512， 
1024,1041,2082,4164,8328,8345,12509, 
它 不 是 Brauer & (32 没 用 到 17), Xt n = 12509 没有 这 么 短 的 
Brauer 链 存 在 . 
AJE Hansen 数 吗 ? 
HBR 1(2n)<1(n) +1. 可 能 是 Knuth 用 1(382)= 1(191) = 
11 指出 了 有 严格 不 等 式 成 立 .Thurber 给 出 使 1(2n)= 1 (n) RE 
的 最 小 偶数 是 13818 ,他 还 注意 到 有 一 对 相 邻 的 奇数 22453,22455 
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WE Wak. Andrew Granville 问 是 否 有 n WHI (4n) = 1(2n) 
=1(n)? 

D. J. Newman 考虑 一 台 计 算 机 , 它 做 一 次 加 法 要 花 一 分 钱 ， 
但 做 乘法 无 须 花费 . 则 对 n 的 加 法 链 最 大 花费 不 是 log n 而 是 


(log n)2*° ,这 里 的 log 以 2 为 底 . 
作为 一 篇 好 的 综述 和 问题 列表 ,请 看 Subbarao 的 文章 . 
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C7. 钱币 兑换 问题 


给 定 n 宇 2 个 整数 0<al<as<…<a,,(al,ar,…,an)=1， 


那么 ,如 果 N 足够 大 , 则 N = Xon 有 非 负 整 数 解 x;. 熟知 的 


Frobenius 的 硬币 问题 (coin problem) 是 决定 使 该 方程 无 解 的 最 大 
的 N=g(al,a2,…,a,). Sylvester 证 明了 g(a,,a2) 2 (a4 — 1) 
(az- 1) -1, 且 不 可 表示 成 该 形状 的 数 的 个 数 是 (al - 1) (a2 - 
1)⁄2. n=3 的 情形 首先 由 Selmer 和 Beyer 用 连 分 数 算法 给 出 了 显 
式 解 . 他 们 的 结果 由 Radseth, 其 后 又 由 Greenberg 作 了 简化 . 对 
7 4 没有 一 般 的 公式 . 如 果 诸 a; 在 算术 级 数 中 , Roberts 找到 了 
g 的 值 . 
人 们 也 寻找 g 的 上 界 . 1942 年 Brauer 证 明了 


g(a1,a5,77,a,) S P ai(d; 7d; -1) 
i=l 


这 里 d; = (al,az，…,ai). Erdós 和 Graham 证 明了 
g(a1,4a3,7,a,) <2a,-sLa,/n} - a, 
(如 果 n=2 F a; 为 奇数 ,这 是 最 好 可 能 的 结果 ). 他 们 定义 


Y(n,t) = maxg(a1,a2, ,0n), 


a) 


其 中 最 大 值 取 过 所 有 满足 (4a1,42,…,a,)=1 的 数 0<al<as< 
Lan St. 他 们 的 定理 表明 有 Y(n,t)<2z*/n, 且 他 们 证 明了 
y(n,t) 之 过 /(n 一 1) - 5t. Lewin WEHT y(3,t)=L(t-2)° 2] 
一 1, 且 一 般 地 对 n 宇 3 有 
g(a1,a5,77,a4) Sllan-i - 1)(a, - 2) 2) - 1. 
Ernst Selmer 对 我 重 写 C7 和 C12 两 节 给 了 许多 帮助 ,下 面 引 
用 的 他 的 论文 包含 了 直到 1976 年 为 止 的 所 有 有 关 文 献 . 
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C8. 有 不 同 子 集 和 的 集合 


基数 为 + 1 的 整数 集合 j2.:0 委 ; 委 对 的 所 有 2**! 个 子 集 的 
和 都 不 相同 . Erdós 要 求 正 整数 al < cz<…< a, 2^ 的 最 大 个 
数 m ,使 其 所 有 子 集 和 都 不 相同 . 他 和 Leo Moser 证 明了 k +1< 


m<k + 二 lo +2, 这 里 的 对 数 以 2 WIE. Noam Elkies 把 右边 的 


常数 2 改进 为 二 logr <0. 826. 

Conway 和 Guy 给 出 一 个 序列 wo =0, wy = 1, uy 4, 72u, — 
un- (nn 之 1), 其 中 + 是 离 V2n 最 近 的 整数 ,从 它 可 以 导出 +2 
个 整数 的 集合 

A = la; = wu- ua; :l&isk 2l. 

他 们 猜想 这 个 集合 的 子 集 和 均 不 相同 (对 <40 由 Mike Guy 证 
明 , 对 mn 委 79 由 Fred Lunnon 证 明 ). 对 k 宇 21 有 x+2<24, 从 而 
W221 有 mr 之 & +2, 因 为 只 要 找到 一 个 具有 想 要 的 基数 的 集 
合 , 通 过 把 每 一 个 数 的 大 小 加 售 , 并 添上 数 1( 或 添上 任何 奇数 )， 
就 可 以 增加 它 的 基数 了 . Conway 和 Guy 猜想 ,本 质 上 A 给 出 该 
问题 的 最 好 可 能 的 解 m =&+2, 尽 管 Lunnon 定义 了 一 类 推广 的 
ConwayGuy 序列 , 这 些 序 列 中 有 一 些 给 出 了 比 u,/2" (= 
0.23512531) 更 小 的 极限 (例如 0.220963). Erdós 悬赏 500 美元 给 
证 明 或 推翻 m =k + OQ). 
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C9. 用 元 素 对 之 和 作 填充 


设 m 是 在 一 个 Sidon 序列 (Sidon sequence) 中 整数 1<al< a 
X Xa, Sn 的 最 大 个 数 ,所 谓 Sidon 序列 ,就 是 其 中 所 有 数 对 之 
和 a; + a; 均 不 相同 . BRA 

nil2(1-e)<m<n 2 +n!“ 4 1. 
这 里 的 上 界 属 于 Lindström, 他 改进 了 Erdós 和 Turan 的 一 个 结 
JR. 而 下 界 属于 Singer. Erdés 和 Turan ÆRA m= n! + 
O(1)?Erdós 悬赏 500 美元 给 解决 此 问题 者 . 

Cameron 和 Erdés 要 求 其 元 素 至 多 是 n 的 Sidon 序列 的 个 数 
F(n). B m 如 上 定义 , 则 我 们 甚至 还 不 知道 是 否 有 F(n) 27> 
oo ,我 们 仅仅 知道 其 上 极限 是 无 限 的 . Cameron 和 Erdos 相信 有 
F(a) «n^. 他 们 也 希望 能 给 出 极 大 Sidon 序列 ( 即 不 能 再 有 
4a 魏 ?添加 进去 的 Sidon 序列 ) 个 数 的 估计 . 

如 果 1a, ] 继续 代表 一 无 穷 序 列 , Erdós 和 Turan 证 明了 
lim sup a, /k? = co ,并 给 出 了 一 个 满足 lim inf a, /k?< ce 的 序列 . 

* Ajtai, Komlós 和 Szemerédi 证 明了 存在 满足 w< o? /In n 的 序列 . 

Erdos 和 Renyi 证 明了 :存在 一 个 满足 a< 忆 ”“ 的 序列 ,对 此 

序列 ,a; tart WEAS. 
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Erdss 注 意 到 有 Xa 7? < clin z)!2 ,并 且 问 这 是 否 是 最 好 
可 能 的 结果 ? 他 问 : 当 pe 
1 1 
Bz, a; + a; ES. 


是 否 为 真 ? 他 认为 似 有 


ata * ciln Inz. 


ajtaj Cr a; + 

BACHE >c In In x. 

Erdós 还 问 :是 否 一 个 Sidon 序列 a1 az << a4 可 以 被 加 
长 成 一 个 完全 差 集 ( 见 C10), 即 

a<a< < aL arni L< ap = ppl, 
使 得 诸 差 a, — a (Ku, v p * 1, uscv) A mod p? + p * 116 
每 个 非 零 剩余 类 恰好 一 次 ? 

他 甚至 无 法 确定 它 是 否 能 被 加 长 成 

ay < ani < a, < aj X ^7 X ansan € (1 + o(1))n?, 

即 ,是 否 能 把 它 变 得 渐 近 地 尽 可 能 的 稠密 ? 

设 a1<as<…<a 为 任 一 整数 序列 . 下 述 结论 是 否 为 真 : 它 


包含 一 个 满足 n= (10 (1) n2 9 Sidon 子 序列 ay, ，…，ai 吗 ? 


Komlós, Sulyok 和 Szemeredi( 见 E11) Xt m >cn EBI 了 此 结论 . 

如 果 f(n)E n=a;+ a; 的 解数 ,是 否 有 一 个 满足 

limf(n)/Ann = c 

的 序列 存在 ?Erdss 和 Turan 猜想 :如 果 对 所 有 充分 大 的 n 有 
f(n) >0, 或 者 对 所 有 有 & A a, ck? ,那么 lim sup f() = 9o. Erdós 
还 悬赏 500 美元 给 解决 此 问题 者 . 

Graham 和 Sloane 将 此 问题 重新 表述 成 两 种 更 为 明显 的 填充 
形式 : 

4 vu.()(ve()) 表 示 存 在 一 个 有 下 述 性 质 的 -元素 的 整数 
集 A=10= al<as<…<a| 的 最 小 的 vod i<j(i<j) 诸 和 
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a; +a; 均 属于 [0,v] 且 表示 [0,v] 中 的 每 一 个 元 素 至 多 一 次 . 与 
vg 相伴 的 集合 4 常 称 为 B2- 序 列 ( Ba-sequence) (53 E28 比较 ). 
他 们 给 出 了 o, 和 up 的 值 ,这 些 值 放 在 表 3 中 . 他 们 还 注意 
到 ,对 Erdés-Turan 的 方法 加 以 修改 可 得 到 界 
2k? — O( B97) < v, vg < 2k? + OCR). 


73 vay 的 值 和 集合 之 范例 


k Valk) A 的 例子 p(k) A 的 例子 

2 1 10,1] 2 {0,11 

3 3 10,1,21 6 10,1,31 

4 6 10,1,2,41 12 10,1,4,6} 

5 11 10,1,2,4,7] 2 10,1,4,9,11] 

6 19 10,1,2,4,7.12] 34 10,1,4,10, 12,17] 

7 31 10,1,2,4,8,13, 18] 50 10,1,4,10,18,23,25] 

8 4 10,1,2,4,8,14, 19,24] 68 10,1,4,9,15,22,32,341 

9 63 10,1,2,4,8,15,24,29,34] 88 10,1,5,12,25,27,35,41,44] 
10 80 10,1,2,4,8,15,24,29,34,46] 110 — {0,1,6,10,23,26,34,41,53,55} 


Cilleruelo 证 明了 :存在 一 个 序列 ak , a, « £^, RA a? + a? 
皆 不 相同 . 

如 果 g(m ) 是 有 下 述 性 质 的 最 大 整数 :每 个 有 m 个 元 素 的 整 
数 集 都 包含 一 个 有 个 元 素 的 子 集 , 该 子 集 两 两 元 素 之 和 均 不 相 


Fal. 则 Abbott 证 明了 :对 任何 常数 < 亏 和 所 有 充分 大 的 m 有 


g(/m) » cn ^. 

1956 4F , Erdós 证 明了 :存在 序列 S ,使 所 有 充分 大 的 整数 > 
SKH S 的 两 个 元 素 之 和 ,其 表 法 数 在 cl Inn 和 cz Inn 之 间 . 
最 近 Erdós 和 Tetali 对 S 的 & 个 元 素 之 和 得 到 了 相应 的 结果 . 
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C10. 模 差 集 和 纠 错 码 


在 问题 C9 中 提 到 的 Singer 的 结果 基于 完全 差 集 (perfect dif- 
ference set) , 所谓 完全 差 集 是 一 个 剩余 类 集 ai, az,，…,ak+1(mod 
n) BE n 的 每 一 个 剩余 类 都 可 以 惟一 表 成 a; - a; 的 形式 . 例如 
{1,2,4} mod 7 和 |1,2,5,7| mod 13. (X n=k? +k+1 时 存在 
完全 差 集 ,Singer 证 明了 :只 要 k 是 一 个 素数 寡 , 这 样 的 集合 就 存 
TE. Marshall Hall 证 明了 : 非 素数 寡 的 数 不 能 用 作为 & 的 值 ; 
Evans 和 Mann 证 明了 在 &< 1600 中 不 存在 非 素 数 寡 者 . AMI 
想 :除非 & 是 素数 寡 , 否则 无 完全 差 集 存 在 ， 

如 果 一 个 给 定 的 有 限 序列 不 包含 重复 的 差 , 它 能 否 被 扩大 成 
为 一 个 完全 差 集 呢 ? 

完全 差 集 可 以 用 来 做 Golomb R (Golomb ruler). 从 差 集 的 元 
素 中 减 去 1, 例 如 {0,1,4,6| ,并 在 一 根 长 为 6 的 尺 上 取 该 集合 中 
的 数 作为 刻度 ,这 根 尺 可 以 用 来 测量 所 有 长 度 1,2,3,4,5,6. 更 为 
一 般 地 ,我 们 可 以 来 寻找 长 为 n、 有 +1 个 刻度 {0,ail,…,ak-1， 


| 且 满足 各 种 不 同 条 件 的 不 完全 尺 . amasa, me 


离 都 不 相等 ;(b) 对 给 定 的 x 和 k 有 最 大 个 数 的 不 同 距 离 ;(c) 从 1 
直到 某 个 最 大 值 e 的 所 有 整数 距离 都 是 可 用 此 尺 测量 的 . 对 k> 
4 我 们 不 能 满足 所 有 这 些 条 件 , 但 Leech 发 现 了 完全 “连结 的 " 尺 
的 例子 . 下 列 的 树 

有 所 指出 长 度 的 边 ,可 能 被 用 来 测量 从 1 直到 1,3,6,6,15 的 
所 有 长 度 . 

Gibbs 和 Slater, Herbert Taylor 以 及 Yang Yuan-Sheng 把 
Leech 有 关 路 径 和 更 一 般 的 树 的 结果 改进 为 


4 5 6 7 8 9 10 1 12 
6 9 13 18 24 29 37 45 (51) 
6 9 15 20 26 34 41 (48) (55 


m 
Bm 
www 


这 里 括号 中 的 数 不 一 定 是 最 好 可 能 的 . 它们 和 图 的 优美 标号 及 协 
调 标 号 有 联系 , 见 C13 以 及 本 系列 丛书 中 可 能 即将 出 版 的 组 合 
%. 

Graham 和 Sloane 把 差 集 问题 作为 C9 的 填充 问题 的 模 的 形 
式 表达 出 来 . 他 们 定义 w(R)(w(R)) 为 满足 下 列 条 件 的 最 小 的 
数 v: 存 在 整数 的 一 个 子 集 A= |0= ai<az<…<atl(mod v), 
使 得 每 个 r 可 以 用 至 多 一 种 方式 写成 r 三 a; + a; modv,i<j 
Gs). 

他 们 对 v 的 兴趣 在 于 它 对 纠 错 码 (error-correcting code) 的 应 
Fi. 如 果 A(&,2d,z) 是 有 也 个 1- mo 个 零 的 二 元 向 量 ( 即 长 
度 (length) 为 k、 权 (weight) 为 w 的 词 (word)) 的 最 大 个 数 ,其 中 
任意 两 个 向 量 至 少 在 2d 个 位 置 上 取 不 同 的 值 ,那么 有 (对 4&=3) 


A(k,6,w) > MIS 


=i- 


(对 一 般 的 a 的 结果 要 用 到 有 “所 有 d-1 个 不 同 元 素 的 和 均 不 相 
F] mod v" 这 一 性 质 的 集合 ). 

他 们 注意 到 A (&,2d , w) BE Erdós 和 Hanani, 被 Schónheim 
研究 过 ,被 Stanton, Kalbfleisch 和 Mullin 在 极端 集合 论 中 也 研究 
过 . 令 D(z,k,v) 是 一 个 vw 元 素 集 S 的 那 种 &- 元 素 子 集 的 最 大 个 
数 :S 的 每 个 + 元 素 子 集 都 包含 在 至 多 一 个 这 样 的 &- 元 素 子 集中 . 
那么 有 D(t,k,v)=A(v,2k-22+2,k). 

表 4 中 必 的 值 取 自 Baumer 的 表 6.1, 而 wy 的 值 取 自 Gra- 
ham 和 Sloane, 他 们 给 出 下 面 的 界 : 

k? — O(k) < v(k) < E + OR), 
k? =k +1 vlk) < k? + O(R*?), 
只 要 -1 是 一 个 素数 寡 , 后 一 式 中 左边 的 等 号 就 成 立 


表 4 v, 5v; 的 值 和 集合 之 范例 
wy) A 的 例子 valk) A 的 例子 


k 

2 2 10.11 3 10,11 

3 3 10,1,2} 7 {0,1,3} 

4 6 10,1,2,4} 13 10.1,3,9] 

5 11 '0,1,2,4,7] 21 10, 1,4,14,161 

6 19 10,1,2,4,7,121 31 10,1,3,8,12,18} 

7 28 10,1,2,4,8,15,20} 48 {0,1,3,15,20,38,42) 

8 40 10,1,5,7,9,20,23,35} 57 10,1,3,13,32,36,43,52] 

9 56 10,1,2,4,7,13,24,32,42] 73 10,1,3,7,15,31,36,54,631 

10 7 10,1,2,4,7,13.23,31,39,59| 91 10,1,3,9,27,49,56,61,77,811 
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Cll. 有 不 同和 的 三 - 子 集 


我 们 可 以 推广 C9 和 E28 的 思想 ,定义 By FFF (B,- sequence) 
是 其 中 所 有 h 个 项 的 和 均 不 相同 的 序列 . Bose 和 Chowla 证 明了 ， 
如 果 A (n) 是 [1,n] 中 本- 序列 的 最 大 基数 ,那么 

An(n) > n't (1 + o(1)). 
在 相反 的 方向 上 ,页 兴 德 (Jia Xing-De) 证 明了 ,如 果 & =2k , WE 
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A,(n) < RIZE (RI) ay lacy + o(1)). 

X] h =2k — 1, Chen Sheng ffl Graham 相互 独立 地 证 明了 界 
A(n) < (kD ,UR(1 十 o(1)). 

对 h =3,Graham 得 到 进一步 小 小 的 改进 


RE 
A3(n) < (4 - me) 8 +o(1)). 
在 无 穷 的 情形 ,Erdis 悬赏 500 美元 给 证 明 或 推翻 结论 
2 lim int ACD -0 $ 
者 . Mth =2 它 由 Erdos BAB THER, XT A =4 Wh Nash 给 
出 了 证 明 . h = 6 AS TATE HOS ORT DUAE BB, SE — BOR, Chen 
Sheng 证 明了 :如 果 h =2k 为 偶数 , 则 


Wh 
lim int AG (2) < œ, 


剩 下 未 解决 的 问题 是 当 为 奇数 时 证 明 此 结论 . 
陈 文 德 (Chen Wen-De) 和 Klove 的 论文 给 出 有 关 Br HEU 
电子 工程 文献 的 参考 资料 . 
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C12. 邮票 问题 


与 填充 问题 CO 对 偶 的 覆盖 问题 至 少 可 以 追溯 到 Rohrbach. 
它 的 一 个 通俗 的 形式 涉及 一 组 打算 用 到 信封 上 的 整数 面值 的 邮票 
A= laraz ap (17 a4 X a5 X a, TT, FE E den] 
贴 得 下 至 多 h 张 邮票 ,要 使 得 直到 一 个 给 定 界限 为 止 的 所 有 整数 
面值 的 邮票 都 可 以 粘贴 到 信封 上 , 不 能 用 线性 组 合 
EM (z; 20, Šan 户 ) 表 € In Ro BO CEN (n AL) 是 什 
22 ST BR RA A C n Ch A) = NO A,) - UN 
Ag 的 h- fft h- range) (德语 是 h- Reichweite). A, WEKA h 阶 加 
HEE (additive basis of order A ) 或 称 为 h- 3E(h- basis). 一 开始 主要 
的 兴趣 在 于 “整体 的 ”问题 :给 定 h 和 &, 求 具有 最 大 可 能 的 h- 值 域 
n(h,k) = n(h,Ag) = max n (h, A) 的 一 个 极 值 基 (extremal 


basis) Az ,最 近 “ 局 部 的 ” 问题 也 引起 了 入 们 的 关注 : 当 h 和 一 个 
特别 的 基 Ak 给 定 后 , 试 求 n(h,A,). 

局 部 问题 仅 当 &=2 和 =3 得 到 了 完全 的 解决 . 平凡 地 ,对 
h>a.-2 4 n(h, A3) - (hn * 3- a2)a5 - 2. Rødseth 发 展 出 一 种 
基于 连 分 数 算法 的 方法 ,用 来 确定 a(h,A3). 由 此 ,Selmer 对 大 约 
99% 的 A3( 渐 近 地 说 ) 导 出 了 显 式 公 式 . 

Stohr 从 关于 n(h ,A;) 的 公式 推出 有 
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n(h,2) =L(h? + 6h +1)A). 
&= 3 的 整体 问题 是 由 Hofmeister 解决 的 ,特别 地 他 证 明了 对 AZ 
20 有 


n(h,3) = HORLOGE: +B, 


其 中 A ALB RBI h 模 9 的 剩余 . Mossige 证 明了 
nha) > 2.008( 4) + Oh), 
他 还 和 Kirfel 一 起 证 明了 (迄今 未 发 表 ): 这 个 界 是 最 好 可 能 的 . 
Kirfel 还 证 明了 :对 所 有 & 之 1 极限 
存在 . Kolsdorf 证 明了 
nCh,5) 之 3.06( 刀 ) + Olh’). 
Mrose 证 明了 :对 所 有 正 整 数 ~ 1, haski ska 有 
n(hit+ ha ky + k2) > (nO e) + 1) + (n(h2,k2) +1) 
他 还 推出 ,如 果 &;(i=1,2) 是 固定 的 且 me 
nO 8) >al)" + 00570, 
那么 
n(hyky + ka) 2ae(pH) + OCA), 


于 是 ,如 果 ri 是 固定 的 非 负 整数 , 且 满 足 & = 2 ix; ,那么 


n(h,k) > 6.095.009" (4 J^ (2 + O(n). 


对 固定 的 ,最 好 的 一 般 性 的 上 界 属于 Rødseth: 
241y-2 k 
n(h,k) «Ge + ocr), 
WER h, BABE h =2 E. 1937 年 Rohrbach 证 明了 对 
dg 


cl=1 和 cz=1.9968 有 


a(S) +00) <n@,b)<a(4) «oo. 


经 若干 改进 之 后 ,最 好 的 已 知 结果 是 cl = $ (Mose) 和 cz = 
1.9208(Klotz). Windecker 证 明了 
4/k\> , 16/k\? 
(GA 25(5) + (5) +008). 


: 
Bil C) AUR y, 是 满足 h = iy, 的 固定 的 非 负 整数 , 那么 


n(h, b) (5$ (5$ (5) + OU), 

Graham 和 Slosne(5j C9, CIO 比较 ) 定 义 nae (nga) ) 为 满足 
下 列 条 件 的 最 大 的 数 n: 存 在 个 元 素 的 整数 集 A = {0= aa 
«€ Xa,l ,使 [1,n] 中 每 个 rx 都 可 以 用 至 少 一 种 方式 写成 + — a; 
+ Qj,i<j(i<j), 从 而 他 们 的 ngcn) 就 是 这 里 的 n(2,k 一 1), 而 他 
们 的 ze 对 应 于 两 张 不 同 面值 (包含 有 一 张 面值 为 零 的 情形 ) 的 
邮票 问题 . 

ER 5 中 他 们 给 出 了 niu I nac; HOTA. 


RS nolk) 和 ng(k) 的 值 以 及 集合 之 范例 


bom) AIBET. ngu) A 的 例子 

arn [AU 1 10,1 

3 3 10,1,2] 4 10.1,21 

4 6 10,1,2,41 8 {0,1,3,41 

5 9 10,1,2,3,61 n 10,1,3,5,61 

6 B 10,1,2,3,6,i01 16 10,1,3,5,7,8l 

7 n /0.1,2,3,4,8.13] 20 10,1,2,5,8,9,101 

8 2 10,1,2,3,4,8, 13,18] 26 10,1,2,5,8,11,12,13| 

9 7 10,1,2,3,4,5,10,16,22! 32 10,1,2,5,8,11,14,15, 161 

10 33 10,1,2,3.4,5,10,16,22,28! 40 10,1,3.4,9,11,16,17,19,20] 
n w 10,1,2,4,5,6,10,13,20,27,34| 46 {0,1,2,3,7,11,15,19,21,22,241 
12 47 10,1,2,3,6,10,14,18,21,22,23,24! 5 10,1,2,3.7,11,15,19,23,25,26,28] 
13 56 10,1,2,4,6,7,12,14,17,21,30,39.48} 64 10,1,3,4,9,11,16,21,23,28,29.31,32] 
14 65 10,1,2,4,6,7,12,14,17,21,30,39,48,57} — 72.— 10.1,3,4.9,11,16,20.25,27,32,33,35,36| 
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n(h ,上 ) 的 更 一 般 的 表 由 Lunnon 作 了 计算 ,而 由 Mossige( 最 
近 由 Challis) 做 了 扩充 . 

对 这 些 问 题 真 有 兴趣 的 学 生 可 参考 Selmer 的 三 卷 本 的 百科 
全 书 , 它 包含 有 121 篇 文献 . 而 Diawadi 和 Hofmeister 有 一 篇 有 用 
的 总 述 , 它 附 有 47 篇 文献 . 
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C13. 对 应 的 模 覆 盖 问 题 ; 图 的 协调 标号 法 


正如 C10 是 填充 问题 C9 的 模 的 形式 一 样 ,我 们 也 可 以 对 覆 
盖 问 题 C12 提出 相应 的 模 的 形式 . 
Graham 和 Sloane 完成 了 他 们 对 n, (Ge ) (ng (k)) RB 8 SEX 
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之 一 ,分 别 定义 它们 为 满足 下 列 条 件 的 最 大 整数 :存在 一 个 模 > 
的 剩余 类 的 子 集 4 = {0= a1 az<…< ax 上 ,使 每 个 > 都 可 以 用 
至 少 一 种 方式 表示 成 + 三 a; + aj mod n,i<j(i<j). 

他 们 称 一 个 有 v BUR e> v 条 边 的 连通 图 为 协调 的 (har- 
monious) ,如果 存 在 图 的 顶点 z 的 一 种 有 不 同 标号 1 (zx) 的 标号 
法 ,使 得 当 边 zy 用 !(z) + !(y) 作 标号 时 , 诸 条 边 的 标号 构成 模 e 
的 一 个 完全 剩余 系 . 树 ( 对 树 来 说 其 边 数 为 。= v - 1) 也 称 为 协调 
的 ,如 果 恰 有 一 个 顶点 标号 被 加 倍 , 且 边 的 标号 构成 模 v 一 1 的 完 
全 剩余 系 . 它们 与 本 问题 的 联系 在 于 ny(wv) 是 任意 一 个 有 v TH 
点 的 协调 图 的 边 的 最 大 个 数 . 

例如 ,从 表 6 中 我 们 注意 到 :zy(5) =9 是 由 集合 10,1,2,4,7| 
得 来 的 ,于 是 在 5 个 顶点 的 协调 图 中 最 多 可 以 出 现 9 条 边 (图 6). 


表 6 nik) nlk MEARE 2 3500 


ko ny(k) A 的 例子 nik) A 的 例子 

2 1 pecs 3 10,11 

3 3 10,1,21 5 10,1,21 

4 6 10,1,2,4} 9 10,1,3,4] 

5 9 10.1,2,4,7] 13 10,1,2,6,9! 

6 13 {0,1,2,3,6, 10} 19 {0,1,3,12,14,15} 

7 17 10,1,2,3,4,8,13) 21 10,1,2,3,4, 10,15} 

8 24 10,1,2,4,8,13, 18,22] 30 10,1,3,9,11,12,16,26} 
9 30 $0,1,2,4,10,15,17,22,28} 35 10,1,2,7,8,11,26,29,30] 


10 36 10,1,2,3,6,12,19,20,27,33| 


Graham 和 Sloane 把 协调 图 和 优美 图 做 了 比较 和 对 照 ,我 们 
将 在 本 系列 丛书 以 后 要 出 版 的 组 合 卷 中 来 讨论 优美 图 . 一 个 图 是 
优美 的 (graceful) ,如 果 从 [0,e] 中 选取 了 顶点 标号 ,并 利用 17(z) 
-L(y) | 计算 出 边 的 标号 之 后 ,所 有 边 的 标号 均 不 相同 ( 即 取 值 
[1,el). 
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猜想 树 既 是 协调 的 又 是 优美 的 ,但 这 些 问 题 仍 未 获得 解决 . 
一 个 圈 C, 恰当 为 奇数 时 是 协调 的 ,而 恰当 n=0 或 3mod 4 时 
是 优美 的 . 友谊 图 或 风车 恰当 0252 mod 4 时 是 协调 的 ,而 恰当 n 
=0 或 1 mod 4 时 是 优美 的 . 与 Petersen 图 一 样 , 扇 图 和 轮 图 既是 
协调 的 又 是 优美 的 . 五 种 柏拉图 立体 (指正 四 面体 、 正 六 面体 、 正 
八 面体 \ 正 十 二 面体 \ 正 二 十 面体 这 五 种 正 多 面体 一 一 译 者 注 ) 的 
图 当然 都 是 优美 的 ,人 们 或 许 猜想 它们 也 是 协调 的 ,但 对 立方 体 和 
正八 面体 来 说 并 非 如 此 . Joseph Gallian 的 文章 里 有 关于 图 的 标号 
的 文献 . 


参考 文献 
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C14. 最 大 无 和 集 


用 i(n) 记 满足 下 列 条 件 的 最 大 整数 :如 果 al ,az,…,an 是 
任何 不 同 的 自然 数 ,总 可 以 从 中 找到 ! 个 数 使 得 对 1<j<k<1,1 
«msn fia, + ai Fam. 注意 jAk, BWA a =z lIi < 
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nn| 就 蕴含 i(n)=0. Klarer 的 一 个 评论 表明 1(n) 2e In n. 另 
一 方面 ,集合 {2: + 0, +1|1<i<s+1| 蕴 含 1(3s)<s+3, 故 有 


Un) «n3. Selfridge 利用 集合 1(3m + 22775] - i€ 1 i1 


Sim | HE” TÈR, MER T (m?) «2m. Choi 利用 得 法 
进一步 将 此 结果 改进 为 1(n)<n"*. 

该 问题 可 以 推广 成 如 下 问题 :对 每 个 /, 是 否 存在 一 个 no = 
no(7) ,使 得 只 要 n> no0,al,a2,… ,an 是 使 ai 二 e( 单 位 ) 不 成 
立 的 群 中 任意 n 个 元 素 (这 里 i, i. 可 以 相等 ,因此 没有 1 阶 或 2 
阶 的 元 素 w ,也 没有 其 逆 也 是 一 个 a; 的 元 素 a;), 那 么 就 存在 ! 个 
TGR a; 使 得 a; «a, Fam LSJ < RSL, 1S m<n? 即使 对 ! =3， 


此 问题 也 未 获得 证 明 . 
对 于 不 包含 alzl+…+ age, = zh+1 的 解 的 那 种 集合 的 推广 ， 
JL Funar 和 Moree 的 论文 . 
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C15. 最 大 无 零 和 集 


Erdés 和 Heibronn 要 求 模 m 的 不 同 剩余 类 的 最 大 个 数 k = 
k(m), 使 它 不 存在 和 为 零 的 子 集 . 例如 集合 
1, - 2,3,4,5,6 
表明 (20) 之 6, 且 事实 上 等 式 成 立 . 这 个 例子 的 类 型 表明 有 
k>| (-1+/8m+9)2] (m>6), 
其 中 等 号 对 6<m 24 成 立 . 然而 Selfridge 注意 到 ,如 果 m 形 如 
2(02+ 1+1), 则 集合 
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蕴含 
k>21+1=V/2m-3. 
事实 上 他 猜想 对 任何 偶数 m, 这 个 集合 或 去 掉 ! 的 集合 总 是 给 出 
最 好 的 结果 . 例如 k(42)>9. 
另 一 方面 ,如 果 p EKE 


Fakti) < p< Fle + 1k +2) 


中 的 一 个 素数 ,他 猜想 有 A (p) = ,这 里 取 到 此 值 的 集合 可 以 直 
接 取 为 
1,2,0, k. 
Clement Lam 证 实 有 k (43) =8, 故 而 不 是 m 的 单调 函数 . 
BAA Hk ZV/2m -3 更 好 的 不 等 式 的 仅 有 的 情形 是 
k(25)2/ 50-1 - 7, XX IE MKF 1,6,11,16,21,5,10 所 表明 的 
那样 . 如 果 m JEAN 251(1 +1) 2 且 为 奇数 , 则 有 可 能 对 集合 1, 
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一 2,3,4,… 做 出 改进 ,但 是 如 果 m AERA BK, MU 
偶数 m 给 出 的 结果 总 是 更 好 一 些 . 

是 否 对 无 穷 多 个 m 的 值 有 &=| (14+ /8m 79) In? 

对 何 种 m 的 值 能 得 到 集合 , 其 元 素 均 不 与 m 互 素 呢 ? 例如 
加 =12:13,4,6,10| 或 14,6,9,101. 存在 m 的 值 ,使 所 有 得 到 的 
集合 都 是 这 种 类 型 吗 ? 

Erdés 和 Heibronn 证 明了 ,如果 a1,az,…,ax ,k 宇 3(6p)!? 是 
模 ^ 的 不 同 剩余 类 , 是 素数 ,那么 模 p 的 每 个 剩余 类 都 可 以 写 


成 Seale = = 0 或 1) 的 形式 . 他 们 猜想 同样 的 结论 对 上 >2 / p 


也 成 立 ， 且 这 是 最 好 可 能 的 结果 ,Olsen 则 对 此 给 出 了 证 明 . 他 们 
又 进一步 猜想 : 形 如 ai + a;(1 三 i<j 二) 的 不 同 剩余 类 的 个 数 s 
至 少 是 min| p,2k -3}. Mansfield, Rødseth, Freiman, Low 和 Pit- 
man 得 到 了 部 分 结果 ，Dias da Silva 和 Hamidoune 对 Erdés- 
Heibronn 猜想 给 出 了 完全 的 证 明 ,事实 上 他 们 证 明了 :如 果 A^ 表 
示 A 的 所 有 hh 个 不 同 元 素 之 和 组 成 的 集合 ,ASCZ /pZ ,1A1=A， 
BZ | A* | Zzminl p, hk — A? +1}. Nathanson 简化 了 他 们 的 证 明 ， 
且 和 Ruzsa 一 起 证 明了 :如 果 A,BCZ /pZ ,|A|=k>l=|Bl, 
WAllatb:a€A,b€B,.ascbllZminlp,k * 1-21. 
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C16. 非 均值 集 ; 非 整除 集 


X OSa X a? € X a, Six 的 非 均值 集 (nonaveraging set) 
A 是 由 Erdós 和 Straus 根据 下 述 性 质 定义 的 :该 集合 中 没有 哪个 
TER a; 能 是 A 的 某 个 多 于 一 个 元 素 的 子 集 的 算术 平均 . 用 f(z) 
表示 这 样 的 一 个 集合 中 元 素 的 最 大 个 数 ;g(z) 表 示 [0,z] 中 满足 
下 述 性 质 的 整数 子 集 B 中 元 素 的 最 大 个 数 ; B 的 任何 两 个 不 同 子 
集 的 算术 平均 都 不 相同 ;用 h(xz) 表 示 使 B 的 子 集 有 不 同 基数 的 
那 种 集合 B 中 元 素 的 最 大 个 数 . Erd5s 和 Straus 以 及 Abbott 证 明 
了 (用 到 E10 中 Szemerédi 的 结果 ): 


Dlogz + O(1) < logf(z) < Slogz + O(1) 
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工 

2 
Vinz~-1l+O(1/Vinz)< logh(zr) < 2log ln x + O(1), 

他 们 猜想 有 f(x) - exp(c Vinz)=o(z) 和 h(xr)=(1+0(1)) 

log zx(log x = (In z)/(In 2) 是 以 2 为 底 的 对 数 ). 后 来 Abbott 将 

常数 十 改进 为 二 ,而 Bosznay 则 将 它 改进 为 ,Erdis I Sárközy 则 


M log f(x) 右边 的 上 界 降低 为 二 (log z + log In x) + O(1). 

Erdss 一 开始 要 求 [0, x ] 中 满足 下 列 条 件 的 整数 的 最 大 个 数 
kx) :这些 数 中 没有 一 个 能 整除 任何 其 他 的 整数 之 和 . 这 种 非 整 
除 集 (nondividing set) 显然 也 是 非 均值 集 , 故 有 R(c)< f(x). 
Straus HEAT &(z)Zmaxl f(x/f(x)) f (/2)1. 

Abbott 证 明了 :如 果 !(z) 是 使 每 个 有 n 个 数 的 整数 集 都 包 
含 一 个 有 m 个 数 的 非 均 值 子 集 的 最 大 的 m SACR 1(n)> 
275. 


请 将 C14-16 和 E10-14 加 以 比较 . 
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C17. 最 小 覆盖 问题 


令 1ail 是 任 一 个 及 个 不 同 整数 的 集合 ,1<a; 志 2n ,而 164} 
是 其 补 集 1<6<27n ,bj75a;. Mi iai- b; = k( ~2n<k<2n) 
解数 ,而 M = min max, M, , 其 中 最 小 值 取 过 所 有 的 序列 fai 上 
Erd5s 证 明了 M > n/4, Scherk 将 它 改进 为 M > (4-46) n/5. 
Leo Moser 得 到 进一步 的 改进 M >V2(n-1)4 和 M> 
V4-/15(n-1). 在 其 他 的 方向 上 , Motzkin, Ralston 和 Self- 
ridge 得 到 了 满足 M «2n /5 的 例子 ,这 和 Erdos 的 猜想 M= 3 n 
矛盾 . 是 否 存在 一 个 数 c 使 得 有 M~ cn? 

Leo Moser 对 jai} 的 基数 不 是 n 而 是 的 情形 提出 了 对 应 的 
问题 ,这 里 &=Lanj,a 是 某 个 实数 ,0<a<1. 

一 个 密切 相关 的 问题 属于 J. Czipszer: 设 A, = |al+k,a2+ 
上 ,…,an+ 上 (这 里 cai<az<…<an 是 任意 的 整数 且 k 宇 0), 设 
M, Æ A, 的 不 在 A 一 0 中 的 元 素 个 数 , M = mina, maxo< <n M, . 
Czipszer 证 明了 n /2«: M :2n/3, ETE 48. M = 2n/3. Katz 和 
Schnitzer 证 明了 ,对 » 2226 有 M »0.6n. Moser 和 Murdeshwar 
考虑 了 它 的 连续 类 似 物 
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C18. n 个 王后 问题 


在 n xy 棋盘 上 最 少 可 以 放置 多 少 个 王后 ,使 得 每 个 方 格 或 
者 被 一 个 王后 占据 ,或 者 受到 王后 的 攻击 ? Berge 注意 到 (用 图 论 
的 语言 ) 这 等 同 于 说 :在 有 64 个 顶点 的 图 上 求 其 最 小 外 固 集 ,在 该 
图 中 仅 当 两 个 顶点 在 同一 行 .同一 列 或 同一 对 角 线 时 才 是 连结 的 . 
按照 他 的 记号 ,对 王后 有 B=5 图 7(a) ,对 象 有 B=8 图 7(b) ,对 马 
有 有 =12 图 7(c). 


(b) (e) 
图 7 棋盘 用 王后 、 象 和 马 的 最 小 覆盖 


虽然 并 未 限制 一 个 棋子 不 可 以 保卫 另 一 个 棋子 ,但 是 图 7 中 
的 王后 和 象 都 符合 这 个 限制 ( 即 图 7 中 的 王后 和 象 都 不 能 相互 保 
护 一 一 译 者 注 ) ,而 马 则 不 受 此 限 ( 例 如 ,图 7 中 的 马 d3 和 c5 可 以 
ULP IPEE). 由 于 在 国际 象棋 中 棋子 不 攻击 它 所 在 的 
方 格 ,故而 事实 上 有 两 组 问题 . 例如 ,Victor Mealy 注意 到 ,如 果 
人 允许 王后 相互 保护 ,在 6x6 的 棋盘 上 只 要 3 个 王后 就 够 了 (在 
a6,c2,e4 E) ,而 在 7x7 的 棋盘 上 只 要 4 个 王后 就 够 了 . 

在 n X n 的 棋盘 上 ,Kraitchik 对 王后 给 出 了 下 面 的 表 

n 5678 9 10 1| 12 13 14 15 16 17 
王后 人 数 3 4 5 5 5 5 5 6 7 8 9 9 9 


em. 


对 n=5,6,11, 相 应 的 位 置 


图 8 覆盖 nxn HARM ER -5,.11) 


如 果 我 们 试图 把 1 到 2n 的 数 分 成 对 a;, b; 1848 2n 个 数 
a; t bAR IE TERR 2n 的 每 个 剩余 类 中 有 一 个 ,我 们 会 发 现 那 是 不 可 
能 的 . 限制 松 一 些 ，Shen Mok-Kong 和 Shen Tsen-Pao 要 求 2n 个 
数 aitb 是 不 同 的 . 他 们 给 出 了 下 述 例子 . 对 n=3:1,5;2,3;4， 
6. Xf n —76:1,10;:2,6;3,9;4,11,5,8;7,12. X} n=8:1,10;2,14; ` 
3,16;4,11;5,9;6,12;7,15;8,13; 而 Selfridge WEH T X} n>3 恒 
有 解 . 对 每 个 n 有 多 少 个 解 呢 ? 


o 1234567 8 
图 9 反射 王后 问题 的 一 个 解 
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如 果 加 入 条 件 5; — £( in) ,我 们 就 得 到 反射 王后 问题 : 
TE n X n 棋盘 上 放置 2 个 王后 ,使 得 没有 两 个 王后 在 同一 行 、 同 一 
列 或 者 同一 条 对 角 线 上 ,其 中 “在 对 角 线 上 "的 含义 是 指 :我 们 把 以 
第 零 列 的 中 心 所 作 的 镜面 反射 也 包含 在 内 (图 9). 

我 们 可 以 再 次 在 下 述 两 种 情形 对 每 个 求 其 解数 :其 一 是 区 
分 由 旋转 和 反射 得 到 的 解 ; 其 二 是 对 此 不 加 区 分 . 
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CI9. 弱 独 立 序列 是 强 独立 序列 的 有 限 并 集 吗 ? 


Selfridge 称 一 个 正 整 数 集合 a1 <a，<…< a, 是 独立 的 (inde- 
pendent), 如 果 >) ca; = 0( 其 中 c; 是 不 全 为 零 的 整数 ) BSED 
有 一 个 c; «- 1. 利用 抽 居 原理 易 证 :如 果 & 个 正 整数 是 独立 的 ， 
那么 al 8/0 3E 27. 他 悬赏 10 美元 给 解答 下 列 问 题 者 :& 个 独立 
整数 a; 225 - 2^ "1 <i C b) 的 集合 是 最 大 元 素 小 于 2 的 惟一 
集合 吗 ? 它 是 否 是 这 样 的 集合 中 使 a, = 2*-! 成 立 的 惟一 集合 ? 

称 一 个 (无 限 ) 正 整 数 序列 fa} 是 弱 独 立 的 (weakly 
independent) ,如 果 任 何 关系 X) e;a; = Ole; = OM +1, BER T 
限 多 个 非 零 值 外 恒 有 e; = 0) 都 蕴含 s = 0( 对 所 有 i) ;又 称 它 为 
强 独立 的 (strongly independent) ,如 果 同 样 的 条 件 对 e; = 0, +1, 
或 土 2 WH. Richard Hall 问 是 否 每 个 弱 独 立 序列 都 是 强 独立 序列 
的 有 限 并 集 ? 
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Paul Turan 要 求 对 可 以 表 为 4 个 两 两 互 素 的 平方 数 之 和 的 那 
些 正 整数 n, Bln = z?+ 23+ r+ zi, zi La (i <j <4) WME 
予以 刻画 . Leech 注意 到 , 诸 中 至 多 有 一 个 是 偶 的 ,从 而 有 n= 
3,4,7 mod 8. 类 似 地 ,n 三 2 mod 3 不 能 有 这 样 的 表示 . 

Turan 还 猜想 :所 有 正 整数 都 可 以 表 为 至 多 5 个 两 两 互 素 的 
平方 数 之 和 ,但 是 Makowski( 见 问题 BS 的 文献 ) 发 现 数 44(247 + 
15)(& 之 2) 不 能 用 这 种 方式 表示 . 有 任意 大 的 整数 不 能 恰好 用 5 
个 互 素 的 平方 数 之 和 来 表示 ,这 是 因为 3n = zit + + ai 蕴含 3 
整除 诸 z; 中 的 两 个 . 事实 上 ,两 个 形 如 24& +7 的 不 同 素数 之 积 
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不 能 表 为 少 于 10 个 两 两 互 素 的 平方 数 之 和 , Leech 问 是 否 这 是 最 
好 可 能 的 结果 ? 

除了 256 个 例子 外 (其 中 最 大 的 一 个 是 1167) ,每 个 数 均 可 表 
为 至 多 5 个 合 数 的 平方 之 和 . 

Chowla 猜想 每 个 正 整 数 都 是 集合 {(p? — 1) 241 EE p>s 
为 素数 ) 中 至 多 4 个 元 素 之 和 . 要 求 用 4 个 这 样 的 加 数 来 表示 的 
最 小 的 数 是 33. 

试 把 这 些 问题 和 Wright 早先 的 结果 相 比 较 , 例 如 Wright 证 
明了 :如 果 41,… ,344 是 给 定 的 实数 ,其 和 为 1, 那 么 每 个 有 一 个 充 
分 大 的 奇数 因子 的 数 n BAT BER m m?+…+ m4, 其 中 | xm? 一 
Ain| =0(n). 对 5 个 或 更 多 的 平方 和 ,以 及 对 3 个 平方 和 (当然 ， 
在 最 后 一 种 情形 只 要 n 不 是 形 如 4* (81 +7) 的 数 ), 他 也 有 类 似 的 
结果 . 

Bohman, Fröberg 和 Riese! WEH THA 31 个 数 不 能 表 为 不 同 
的 平方 数 之 和 ,所 有 大 于 188 的 数 都 可 以 表 为 至 多 5 个 不 同 的 平 
方 数 之 和 ,只 有 两 个 数 124 和 188 需要 6 个 不 同 的 平方 数 . 这 些 
结果 隐 含 在 Gordon Pall 的 定理 3 中 以 及 Sprague 的 论文 中 ， 
Sprague 的 论文 给 出 了 有 关 任 何等 的 更 一 般 的 结果 . 如 果 要 求 恰 
好 是 多 少 个 平方 数 之 和 的 话 , 则 Halter-Koch 证 明了 ,每 个 大 于 
412 且 不 被 8 整除 的 数 都 是 4 个 不 同 的 非 零 的 平方 数 之 和 ,每 个 
大 于 157 的 奇 整数 也 可 如 此 表示 . 他 还 证 明了 ,每 个 大 于 245 的 
整数 是 5 个 不 同 的 非 零 的 平方 数 之 和 ,每 个 大 于 333 的 整数 是 6 
个 这 样 的 平方 数 之 和 ,每 个 大 于 390 的 整数 是 7 个 这 样 的 平方 数 
之 和 ,每 个 大 于 462 的 整数 是 8 个 这 样 的 平方 数 之 和 ,等 等 ,一 直 
到 所 有 大 于 1036 的 整数 是 12 个 这 样 的 平方 数 之 和 . Bateman, 
Hildebrand 和 Purdy 对 Halter-Koch 的 论文 又 写 出 一 个 续篇 . 

用 s, 表示 不 能 表示 成 不 同 的 正 整 数 的 ”次 寡 之 和 的 最 大 整 
数 . Sprague 证 明了 ss = 128; Graham 说 他 得 到 s3 = 12758; Lin 
Shen 用 他 的 方法 得 到 s4 = 5134240. Cam Patterson 用 他 的 筛 法 和 
Richert 的 一 个 结果 得 到 ss = 67898771. 
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Stefan Porubsky 利用 Cassels 的 一 个 结果 对 R. E. Dressler 的 
一 个 问题 给 出 了 肯定 的 回答 :对 每 个 正 整数 &, 每 个 充分 大 的 正 整 
数 都 是 不 同 的 素数 的 k KEZA. 

我 们 还 可 以 要 求 每 个 数 用 尽 可 能 少 的 各 种 多 角形 数 之 和 来 表 
示 . 例如 在 Gauss 1796 年 7 月 10 日 的 日 记 中 记 下 了 : 

ETPHKA! num=4+4+4, 

即 每 个 数 可 表 为 3 个 三 角 数 之 和 . 对 六 角形 数 >(2r - 1) ,如果 允 
许 秩 (这 里 数 > 定义 为 秩 一 一 译 者 注 ) 为 负 的 六 角形 数 xr (2r + 1) 
出 现 , 则 问题 有 同样 的 答案 ;但 是 如 果 不 允 许 取 秩 为 负 的 六 角形 
数 ,那么 11 和 26 就 需要 秩 为 正 数 的 6 个 六 角形 数 来 表示 . 是 否 
可 能 每 个 充分 大 的 数 都 可 以 表 为 3 个 这 样 的 数 的 和 ? 等 价 地 说 ， 
每 个 充分 大 的 数 8n + 3 是 否 可 以 表 为 3 个 形 如 4r 一 1(r 是 正 数 ) 


的 数 的 平方 之 和 ? EATERS Gr 一 1), 相 应 的 问题 是 ;是 否 


每 个 充分 大 的 形 如 24n + 3 的 数 都 可 以 表 为 3 个 形 如 6r — 1 的 数 
的 平方 之 和 ? 
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D. 不 定 方 程 


“是 这 样 一 门 学 科 : 它 可 以 简要 地 说 成 其 大 部 分 内 容 是 讨论 整 
系数 多 项 式 方程 fn xs) 70 的 有 理解 或 整数 解 . 广 为 人 
知 的 是 ,许多 世纪 以 来 ,还 从 未 有 别 的 哪个 论题 能 吸引 如 此 众多 的 
职业 数学 家 和 业余 数学 家 双方 的 关注 ,产生 出 如 此 大 量 已 发 表 的 论 
x." 

这 段 出 自 Mordell 的 书 Diophantine Equations (《 不 定 方程 》， 
Academic Press, London, 1969) 中 的 引文 指出 ,这 一 节 里 的 材料 比 
其 他 任何 章节 里 的 材料 选 自 更 多 来 源 不 同 的 资料 . 如 果 你 对 所 述 
论题 感 兴趣 ,请 参考 Mordell 的 书 , 该 书 对 已 知 的 结果 给 出 了 彻底 
而 清晰 的 讨论 ,同时 还 附 有 许多 未 解决 的 问题 ,对 代数 曲线 上 的 
有 理 点 已 经 有 发 展 得 很 好 的 理论 ,故而 我 们 主要 限于 讨论 更 高 维 
的 情形 ,对 此 种 情形 尚未 发 展 出 标准 的 方法 . 


D1. F, Euler 猜想 


“对 许多 几何 学 家 来 说 ,这 个 定理 (Fermat 定理 ) 似 乎 可 以 加 以 
推广 . 正如 不 存在 两 个 立方 体 ,其 和 或 差 也 是 一 个 立方 体 一 样 ,可 
以 肯定 的 是 不 可 能 给 出 3 个 四 方 数 ,使 它们 的 和 也 是 一 个 四 方 数 ， 
但 是 若 要 求 它们 的 和 是 一 个 四 方 数 的 话 ,这 至 少 需要 4 个 四 方 数 ， 
尽管 至 今 尚 无 人 能 够 给 出 4 个 这 样 的 四 方 数 . 同样 地 ,似乎 也 不 可 
能 给 出 4 个 五 方 数 ,使 它们 的 和 也 是 一 个 五 方 数 ,对 更 高 次 宕 也 有 
类 似 的 结果 . ” 
直到 1911 年 以 前 ,对 Euler 的 命题 没有 做 出 任何 进展 ,而 在 


1911 Æ R. Norrie 给 出 了 4 个 这 样 的 四 方 数 : 
304 + 1204 + 2724 + 315* = 353°. 


55 年 以 后 ,Lander 和 Parkin 对 Euler 的 更 一 般 的 猜想 给 出 了 一 个 
反例 : 
275 + 845 + 110° + 1335 = 1445. 

现在 已 广为人知 的 是 ,Noam Elkies 推翻 了 关于 四 次 宕 的 Eu- 
ler 猜想 ,因为 他 的 发 现 已 经 上 了 全 国 性 的 报纸 . 有 一 族 无 穷 多 个 
解 来 自 Dem'janenko 给 出 的 z* 一 55 = 24+ 2? 的 参数 解 中 由 u= 
—5/8 A t AG AA , HRTF f 585 — 1 3: 

2682440* + 15365639* + 18796760^ = 20615673*. 
tj u= — 9/20 对 应 的 最 小 的 解 
958004 + 217519* + 4145604 = 422481* 
是 后 来 由 Roger Frye 发 现 的 . 有 无 穷 多 个 u 的 值 给 出 正 秩 的 椭圆 
曲线 和 进一步 的 解 族 . 

Jan Kubicek 的 解 使 3 个 立方 的 和 仍 是 一 个 立方 , 它 恰 与 F. 
Vieta 的 结果 重复 ( 见 Dickson 的 书 History of the Theory of Num- 
bers[ A17], 第 二 卷 pp. 550~551). 

Simcha Brudno 问 了 下 面 的 问题 :是 否 有 a? + 05 + 5 + d5— 
e^ 的 参数 解 (上 面 的 解 是 满足 e 委 765 的 仅 有 的 一 个 解 )? a^ + 64 
+c4+d4= eh 是 否 有 参数 解 ? 对 高 于 SKARA Euler 猜想 的 反 
例 吗 ? as+ bo + có do + ,5— fo AIG? 虽然 对 s=4 和 5 方程 
aite t ai= b ARABER n 宇 6, 即 使 是 方程 ai ttal 
4 也 没有 已 知 的 解 . 

对 同样 个 数 的 相等 的 等 守 和 

Sai = = Ši 
(a;>0,b;>0), KILLA M m= 2 以 及 当 s=5,6 和 m=3 已 
知 它 有 参数 解 . 对 ;=7 和 m =4 能 找到 它 的 数值 解 吗 ? 对 s =5 
和 m=2 还 不 知道 是 否 有 a5 + b= CO a5 的 非 平凡 解 存 在 . 
Dick Lehmer 曾 认为 可 能 有 一 个 解 ,其 和 大 约 是 一 个 25 位 的 数 . 
但 是 在 解 的 和 1.02 X10” 的 范围 内 Blair Kelly III 没有 搜索 到 非 
平凡 的 解 . 


* 180° 


"Hardy-Ramanujan $” 1729 = 13 + 12? = 95 + 10? 首先 于 1657 
年 由 Bernard Frénicle de Bessy KBR; 1957 年 Leech RHEL T 
87539319 = 167° + 436° = 228° + 423° = 255° + 414°. 
而 最 近 Rosenstiel, Dardis 和 Rosenstiel 发 现 了 
6963472309248 —2421? + 190833 = 5436? + 18948? 
= 10200° + 180723 = 133225 + 15530?. 
Hardy 和 Wright 的 书 中 的 定理 412 表明 ,这 种 和 的 个 数 可 以 做 到 
任意 大 ,但 是 对 于 5 个 或 更 多 的 等 罕 和 ,并 不 知道 最 小 的 例子 . 如 
果 人 允许 取 负 整数 ,Randall Rathbun 补充 了 如 下 的 例子 ， 
6017193 = 1663 + 113° = 180° + 573 = 185? - (68)? 
=2093 - (146)3 = 246° - (207)3 
1412774811 = 9633 + 804? = 1134? - (357) = 1155? — (504)? 
=12463 — (805)? = 2115? ~ (2004)? 
=47463 — (4725)3 
11302198488 = 19263 + 16083 = 193% + 1589? 
=2268° ~ (714? = 23103 - (1008)? 
=2492? — (1610)? = 4230? — (4008)? 
= 94925 — (9450)3. 
Mordell 和 Mahler EB] T , » = z? + y? 的 解数 能 >c(In z)"， 
而 Silverman 将 他 们 的 结果 中 « 的 值 从 二 改进 为 二 ,并 且 证 明了 ; 
如 果 要 求 每 对 立方 数 互 素 ,那么 存在 常数 c 使 得 这 样 的 解 的 个 数 
«cO ,这 里 r(n) 是 椭圆 曲线 x3+ y= n 898. 求 这 些 解 一 定 
更 加 困难 . 到 目前 为 止 找到 的 最 大 的 表 法 个 数 是 1983 年 由 
P. Vojta 给 出 的 3: 
15170835645 = 5173 + 2468? = 7093 + 2456? = 17333 + 2152, 
不 过 今天 人 的 洞察 力 和 计算 能 力 可 能 会 很 快 打 破 此 项 记录 . 如 果 
允许 取 负 整数 的 话 , Randall Rathbun 给 出 了 无 立方 因子 数 的 例 
子 : 
16776487 =2203 + 1833 = 2553 + 58? 
* W 


= 256° + (— 9)3 = 2923 + (- 201). 

数 1729 也 是 第 三 个 Carmichael 数 ( 见 A13) , Pomerance 观察 
到 :第 二 个 Carmichael 数 1105 可 以 比 任何 更 小 的 数 用 更 多 的 方式 
表 为 两 个 平方 数 之 和 . Granville 邀请 读者 对 第 一 个 Carmichael 数 
561 给 出 相应 的 结论 . 

Euler 知道 635318657 = 1334 + 1344 = 594 + 1584, Leech 证 明 
了 这 是 最 小 的 例子 . 还 无 人 知道 有 3 个 这 样 相等 的 和 . 

已 知 生成 a4+ 6b4=c4+ qd4 的 参数 解 的 一 种 方法 , 它 可 以 生成 
从 平凡 的 解 (4 ,1,2,1) 开 始 的 所 有 已 发 表 的 解 . 它 将 只 产生 阶 为 
6n+1 的 解 . 在 此 ,为 回答 Brudno 的 一 个 问题 ,要 求 6n +1 是 一 
个 素数 . 虽然 阶 25 不 出 现 ,但 是 阶 49 出 现 . 最 近 ,Ajai Choudhry 
找到 了 阶 25 的 一 个 参数 解 . 

Swinnerton-Dyer 有 第 二 个 方法 可 以 从 老 的 解 生成 新 的 解 , 他 
能 证 明 : 这 两 个 方法 加 上 对 称 性 可 以 生成 所 有 非 奇异 的 参数 解 , 即 
与 无 奇 点 的 曲线 上 的 点 对 应 的 所 有 的 解 (由 齐 次 方程 FC x yz) 
= 0 给 出 的 曲线 上 的 点 称 为 是 奇异 的 (singular) ,如果 恰 有 352 = 
96 7 ge =0. ). 此 外 ,在 下 述 意义 下 这 个 程序 还 是 构造 性 的 :他 
可 以 给 出 一 个 有 限 程序 来 求 出 所 有 给 定 阶 的 非 奇异 解 . 所 有 非 奇 
异 解 都 是 奇数 阶 的 , 且 所 有 充分 大 的 奇数 阶 一 定 出 现 . 然而 令 人 
遗憾 的 是 总 有 奇 解 存在 . Swinnerton-Dyer 有 一 个 方法 生成 奇 解 ， 
但 是 没有 理由 相信 它 可 以 给 出 全 部 奇 解 . 描述 所 有 奇 解 需要 全 新 
的 思想 . 有 些 奇 解 有 偶数 阶 , 他 猜想 ( 且 有 可 能 证 明 ) 所 有 充分 大 
的 偶数 阶 都 以 这 种 方式 出 现 . 

在 同样 的 意义 下 ,Andrew Bremner fid £i] af + 554 c6— q5- 
eS f$ 的 “所 有 的 ”参数 解 ,它们 也 满足 方程 

+ad- P =P+ fe- e 
b? + be — e =d? + da - a? 
c? +cef- f =e + eb - b 


(这 并 非 像 初 看 起 来 的 那样 一 种 限制 ). as+ 69 + c6— a5 e e5 + f$ 
的 许多 解 也 满足 ez+ 6b?+c?=d?+e?+ 扩 ,而 且 这 两 个 方程 的 所 
有 已 知 的 联 立 解 ( 带 有 适当 的 符号 ) 也 满足 上 面 三 个 方程 ,例如 由 
Subbarao 发 现 的 最 小 的 解 (a,b,c,d,e,f)=(3,9,22, - 23,10, 
一 15). 有 反例 存在 吗 ? Peter Montgomery 列举 出 18 个 相等 的 3 
个 六 次 宕 和 ,其 相应 的 平方 和 并 不 相等 ,其 中 最 小 的 是 
256 + 625 + 138° = 826 + 926 + 135°. 

Bremner 也 能 找到 a$ t B+ có — d5+e5+ f^ 的 “所 有 "参数 解 ,这 
JERE atbtc=dtetffla-b=d-e. 

Bob Scher 称 一 个 和 a? = 0( 这 里 p 是 素数 ) 是 “完全 的 ”， 
如 果 对 任何 ai ,总 有 惟一 的 a; 存在 ,使 有 ai + ai — 0 mod p. 如 
R a; =0 mod p, WA a’;=a4;. 他 指出 ,如 果 p=3 且 m<9 或 者 
p=5 且 m<7, 那 么 每 个 这 样 的 和 都 是 完全 的 . 

人 们 对 联 立 方程 

i ed a f 
a"b"c” =d"e"f" 

有 某 种 兴趣 . 对 n = 2, 问题 至 少 可 追溯 到 Bini, 而 Dubouis 和 
Mathieu 也 给 出 了 部 分 解 ;真正 一 般 性 的 解 最 近 由 John B. Kelly 
给 出 . Stephane Vandemergel 对 n =3 找到 62 个 解 ,对 n =4 找到 
3 个 解 :(29, 66, 124;22, 93, 116), (54, 61, 196; 28, 122, 189) 和 
(19,217,657;9,511,589). 他 注意 到 ,如 果 p" e s =u” + v" W 
(ru,su,v ;rv,sv,u?) 是 一 个 解 ,这 表明 对 n <4 有 无 穷 多 个 解 . 
他 的 解 中 大 多 数 都 不 是 这 种 形式 . 

Tarry-Escott 问题 有 值得 注意 的 历史 ( 见 Dickson 的 书 [A17]， 
第 二 卷 第 24 章 ), 有 一 本 Gloden 写 的 关于 多 级 方程 (multigrade 
equation)( 组 ) 


i t 
Mais Dm GG = 1,258) 
je =1 


的 书 . 对 于 =9,1=10 的 一 个 引信 注 目的 例子 属于 Letac, 其 中 
+ 183 + 


Cni, m;) = +12, + 11881, + 20231, + 20885, + 23738; + 436, 
£11857, + 20449, + 20667, +23750. Smyth 指出 ,这 是 一 族 无 穷 
多 个 独立 解 中 的 一 项 . 
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D2. Fermat 问题 


看 来 Fermat 大 定理 对 奇 素数 p ,方程 
w+ Pax 
不 可 能 有 正 整 数 解 最 终 确 实 要 成 为 一 个 定理 了 . 但 是 它 的 证 明 很 
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长 ,而 且 还 要 依赖 其 他 人 的 工作 . 的 确 ,正当 我 在 写作 本 书 时 ,有 
消息 说 在 它 的 证 明 中 发 现 了 一 个 漏洞 ,这 个 漏洞 有 可 能 加 以 修补 ， 
但 “可 能 要 花 一 两 年 时 间 . (这 一 漏洞 已 经 于 1995 年 获得 解决 ， 
从 而 历经 300 多 年 的 这 一 著名 猜想 终于 获得 解决 ， 有 关 Fermat 
大 定理 的 证 明 参 见 以 下 文献 :A. Wiles, Modular elliptic curves and 
Fermat’s last theorem, Ann. of Math. 141 (1995), 443~551; 
R. Taylor and A. Wiles, Ring-theoretic properties of certain Hecke 
algebras, Ann. of Math. 141 (1995), 553—572. 一 一 译 者 注 )Ri- 
bet 指出 :Fermat 定理 可 以 从 关于 椭圆 曲线 的 Taniyama- Weil 猜想 
推出 . 由 于 这 里 的 篇 幅 所 限 , 不 能 给 出 更 多 的 证 明 , 有 关内 容 见 
B19. 这 提出 了 如 下 的 哲学 问题 :我 们 已 经 耗 尽 了 “理性 的 "证 明 ， 
而 必须 教会 计算 机 来 为 我 们 检查 结果 吗 ? 

Kummer 对 所 有 正则 素数 证 明了 该 定理 ,这 里 一 个 素数 p 称 
为 是 正则 的 (regular) ,如 果 它 不 整除 分 圆 域 Q (&,) 中 等 价 理想 类 
的 个 数 如 .他 还 证 明了 :一 个 素数 是 正则 的 , 仅 当 它 不 整除 
Bernoulli 数 (Bernoulli number) B2, B4 ,… B, -3 的 分 子 , 其 中 

Ba = (~ D 2028 (ae) 

( (2k) = dn N A17). 在 小 于 106 的 78497 个 素数 中 ,有 


47627 个 是 正则 的 ,这 和 猜想 的 正则 素数 的 密度 e 12 相 当 吻 合 . 
然而 ,甚至 尚未 证 明 有 无 穷 多 个 正则 素数 . 另 一 方面 ,Jensen 证 明 
了 有 无 穷 多 个 非 正则 素数 . 素数 p = 16843 整除 B, -3, Richard 
McIntosh 以 及 Buhler, Crandall, Ernvall 和 Metsankyla 都 注意 到 ， 
这 对 p = 2124679 也 为 真 . 

在 本 书 第 一 版 中 提 到 的 J. M. Gandhi 的 某 些 辅助 性 的 问题 
可 以 由 Wiles 的 方法 来 解决 (如 果 它 经 受 住 仔细 审查 的 考验 的 
话 ) ,这 一 方法 表明 ,如 果 pil B y 是 诸 素 数 3,5,7,11,13,17， 
19,23,29,53,59,… 中 某 一 个 的 寡 , 则 

x+y t+ ye? = 0 
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不 可 和 解 . 

对 什么 样 的 整数 c,z4+ y4= c 有 满足 z|y 且 z>1 的 整 
数 解 ? Leech 给 出 一 种 方法 来 求 任何 z= at + bs 的 非 平 凡 解 :他 
找到 的 最 小 的 解 是 254 + 149* = 5906-17*. Bremner 和 Morton 指 
出 :5906 是 能 表 为 两 个 有 理 数 的 四 次 寡 之 和 但 不 是 两 个 整数 的 四 
次 寡 之 和 的 最 小 整数 . 

证 明 x" + y = n! 2" 没有 满足 n>2 的 整数 解 . Erdss 和 
Oblath EB] T: 2° + =n! 没有 满足 p>2 的 解 ,而 Erdos 说 
atyt=n! 没有 满足 z |y OR. 的 确 ,即使 没有 最 后 这 个 条 
件 ,Leech 也 发 现 : 对 n >3, 在 区 间 [n +1,2n 1 中 有 一 个 素数 二 
3 mod 4, 于 是 对 n>6 RA n! 的 一 个 单 重 (不 是 多 重 ) 素 因子 , 因 
此 对 n>6,n! 甚至 不 是 两 个 平方 数 之 和 (除了 n=0,1,2 以 外 ， 
仅 有 的 解 是 6! =242+ 122) (5 D25 比较 ). 

Granville 的 论文 (评论 者 在 该 文中 感受 到 一 种 新 的 强 有 力 的 
思想 的 涌 动 ) 已 经 把 Fermat 问题 和 许多 其 他 的 猜想 (包括 ABC 猜 
想 (B19) 以 及 Erdós 的 寡 数 猜想 (B16) ) 联 系 在 了 一 起 . 
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Do. 图 JE 数 


Mordell 在 他 的 书 p. 259 上 问 道 : 是 否 方程 
6y? = (x +1)(z?- x +6) 
的 仅 有 的 整数 解 由 zx = -1,0,2,7,15 和 74 给 出 ? 根据 Mordell 
的 书 中 第 27 章 的 定理 1, 它 只 有 有 限 多 个 解 . 该 方程 是 从 


X X r T 
fr (s P | HL (3) 
提出 来 的 . Andrew Bremner 给 出 了 另外 的 解 (z, y) = (767, 
8672) ,并 证 明了 这 些 就 是 全 部 的 解 ,不 过 这 个 结果 已 在 1971 年 由 
Ljunggren 给 出 . 
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类 似 地 ,Martin Gardner 取 图 形 数 : 三 角 数 ,平方 数 ,四 面体 数 
以 及 正方 金字 塔 数 .把 它们 对 列 成 方程 式 . 在 得 到 的 六 个 问题 中 ， 
他 注意 到 除了 “三 角 数 = 正方 金字 塔 数 " 这 个 问题 外 ,其 余 问题 全 
都 得 到 了 解决 . 由 “三 角 数 = 正方 金字 塔 数 "这 个 问题 引导 出 方程 

3(2y +1)? = 823 + 1222 + Az +3, 

其 解数 仍 是 有 限 的 . 所 有 的 解 是 否 是 由 z= -1,0,1,5,6 8085 B 
出 昵 ? Schinzel 给 出 了 Avanesov 对 此 问题 的 肯定 的 回答 ,而 
Uchiyama 又 重新 发 现 了 这 一 结果 . 

“三 角 数 = 四 面体 数 "问题 是 有 关 二 项 系数 的 等 式 的 一 个 特例 
( 见 B31). 


的 仅 有 的 非 平 凡 的 例子 是 (m,n)=(10,16), (22,56) 和 (36， 


120). 
n m 
(3)- (7) 
有 除了 (10,21) 以 外 的 非 平凡 的 例子 吗 ? 
“正方 金字 塔 数 = 平 方 数 "是 Lucas 的 问题 . z = 24,y= 70 是 
不 定 方程 
y= zr+1)(2r * 1)/6 
的 惟一 的 非 平凡 解 吗 ? 这 由 Watson 用 椭圆 函数 给 予 肯 定 的 回答 ， 
也 由 Ljunggren 用 二 次 域 中 的 Pell 方程 获得 解决 . Mordell 问 是 否 
有 一 个 初等 证 明 ? Ma De-Gang , Xu Z. Y AY HB (Cao Zhen- 
Fu) , Anglin 以 及 Pinter 等 人 对 此 给 出 了 肯定 的 回答 . 
由 于 上 面 的 方程 可 以 写成 
(2y)? = 2z(2z +1)(2z +2)4, 
经 变形 后 的 同样 的 方程 要 问 的 问题 是 :(48,140) 是 否 是 “平方 数 = 
四 面体 数 " 情 形 惟一 的 非 平 凡 解 ? 尽管 如 Peter Montgomery 所 注 
意 到 的 ,这 里 并 不 排除 奇数 平方 的 可 能 性 . 更 为 现代 的 一 种 处 理 
方法 是 令 12z = X - 6,72y = Y, 并 注意 Y? =X? -36X 是 John 
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Cremona 的 表 中 的 曲线 576H2. 点 (12,36)( 它 给 出 一 个 奇数 的 平 
方 ) 作 为 生成 元 . 它 有 无 穷 多 个 有 理解 ,但 仅 有 原 问题 的 非 平凡 的 
整数 解 是 由 点 (294,5040) 给 出 的 . 

比 “寻求 前 ”个 平方 数 的 和 是 一 个 平方 数 "更 为 一 般 的 问题 
是 :寻求 n 个 连续 的 平方 数 ,使 其 和 是 一 个 平方 数 . 如 果 S 是 使 
之 能 成 立 的 n 之 集合 ,那么 已 知 S 是 无 限 的 ,但 其 密度 为 零 , 且 如 
R n ÈS 的 一 个 非 平方 数 的 元 素 , 那 么 对 这 样 的 n 有 无 穷 多 个 
解 . WR N(z) 表 示 S 中 小 于 z 的 元 素 个 数 ,那么 已 知 最 好 的 结 
果 是 


cz < N(x) = of) 


In x 
41<n<73 时 ,S 中 的 元 素 以 及 使 得 从 a 开始 的 个 平方 数 的 
和 是 一 个 平方 数 的 那 种 a 的 相应 的 最 小 值 是 
n 2 11 23 24 26 33 47 49 S0 59 
a 3 18 7 1 25 7 539 25 7 22. 

更 一 般 地 ,还 可 以 要 求 一 个 任意 的 算术 级 数 的 元 素 的 平方 和 
是 一 个 平方 和 . K. R. S. Sastry 注意 到 ,如 果 该 级 数 的 项 的 个 数 
是 平方 数 , 则 此 情形 有 可 能 发 生 . 

为 回答 下 述 问题 :什么 样 的 三 角 数 是 三 个 相连 整数 之 积 ? 
Tzanakis 和 de Weger 给 出 了 ( 仅 有 的 ) 答案 :6, 120, 210, 990， 
185136 和 258474216. 遗憾 的 是 , Mohanty 对 同一 结果 所 作 的 初 
等 证 明 是 错 的 . 

椭圆 曲线 的 其 他 例子 由 Bremner 和 Tzanakis 作 了 处 理 , 他 们 
证 明了 :y= 22 Tae +10 恰 有 26 个 整 点 ,他 们 还 对 (6,c)= 
(172,505),(172,820) 和 (112,2320) 检 查 了 曲线 y^ = 23 — bz + c. 


xti-s (7) - (7) - xm nnm. at -4 它 有 解 吗 ? 
对 &=5,(a,b,c)=(18,12,6) 是 一 个 孤立 的 例子 吗 ? 
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D4. Lk OE 


L 
nln) H n = 2a TER |z) KIA. Hardy 和 


Littlewood 的 猜想 K 是 说 :对 se>0 有 me(z)=O(2e). 34 k=2 
这 是 熟知 的 结果 .事实 上 ,对 充分 大 的 n 有 
r2,2(7) € n(1 + e)ln 2/n Inn, 

此 外 ,如 果 用 另外 的 更 小 的 数 代替 In 2, 则 结论 不 再 成 立 . Mahler 
指出 :对 无 穷 多 个 n r0 os 人 2, 从 而 推翻 了 &= 3 时 的 
猜想 . 

Erdis 认为 有 可 能 对 所 有 n Ar, (n) X eon 7 ,但 现在 对 此 
还 一 无 所 知 . 可 能 猜想 K 对 每 个 & 之 3 都 是 错 的 ,然而 也 可 能 对 


充分 大 的 zx 有 Yona? <z". 


S. Chowla 证 明了 对 &225 有 r, ,(n) £O C1) , WEA Erdös 
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一 起 证 明了 ,对 每 个 之 2 和 无 穷 多 个 n 
Tp a(n) > exp(ctln n /ln In n). 

Mordell 证 明了 r3 3(n)#0(1), Mahler 证 明了 对 无 穷 多 个 n 
有 r32(n) > (In 20/7. 对 r3,2(n) 还 不 知道 有 非 平凡 的 上 界 . 
Jean Lagrange 证 明了 lim sup r4.2(n) 之 2 以 及 lim sup ra.3(n)= 

另 一 个 棘手 的 问题 是 估计 可 以 表 为 Lk 次 宕 之 和 的 数 
nx CA, (z). Landau 证 明了 

Az2(2) = Cc + o(1)) z/(In zx), 

Erdós 和 Mahler WEHT , WÈ k >2, WA A, » > cux? , Hooley 证 
明了 Aia (C t o(0))27^. 似乎 肯定 有 : 若 1<k, 则 有 A, > 
c 4x IIIA e A Ara >x!“, 但 这 些 结果 都 还 没有 得 到 证 
Bj. 

从 Chowla-Erdós 的 结果 可 以 推出 :对 所 有 存在 一 个 n, 使 
n= p+ qtr? 的 解数 大 于 &. 对 多 于 3 个 加 数 的 情形 ,目前 尚 
不 知道 相对 应 的 结果 . 
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DS. 4 个 立方 和 


每 个 数 都 是 4 个 立方 和 吗 ? 除了 对 形 如 9n x4 的 数 尚 不 知 
结论 是 否 成 立 外 ,对 所 有 其 他 的 数 ,这 一 结论 都 已 得 到 证 明 . 
更 进一步 要 问 :是 否 每 个 数 都 是 其 中 有 两 个 数 相等 的 4 个 立 
方 数 之 和 ? 特别 地 ,方程 76= 23 + yY+2z3 有 解 吗 ? 在 小 于 1000 
的 数 中 , 剩 下 的 仍 有 怀疑 的 数 是 148,183 ,230 ,356,418,428,445， 
482,491,580,671,788,931 和 967. YE M. Lal F 1970 4# 1 H 20 
H 545 A. Makowski 的 一 封 信 中 提 及 J. C. Littlejohn 的 如 下 的 
发 现 :253 = 0? + 5? + 2.43,519= 0 +173+ 2.(- 13)3,734 = 
( —520)? + ( — 700)? +2.6233. Andrew Bremner 告诉 我 有 923 = 
275123 + ( - 27517)? + 2- 784. 
所 有 不 是 形 如 9n +4 的 数 都 是 三 个 立方 之 和 吗 ? 对 所 有 小 
于 1000 的 数 用 计算 机 搜索 后 发 现 :除了 数 
30 33 42 52 74 75 84 110 114 
156 165 195 290 318 366 390 420 435 
444 452 462 478 501 530 534 564 579 
588 600 606 609 618 627 633 732 735 
758 767 786 789 795 830 834 861 894 
903 906 912 921 933 948 964 969 975 


以 外 ,对 其 他 的 数 都 找到 了 这 样 的 表示 . 在 1993 年 5 月 25 日 的 
一 封 电子 邮件 中 ,Andrew Bremner 告诉 我 有 
75 = 435203083? + (— 435203231)? + 4381159? 
( 它 给 出 600 的 一 个 非 本 原 的 解 ) ,而 Conn 和 Vaserstein 则 发 现 了 
ia 


84 = 41639611? + (~ 41531726)? + (- 8241191)?. 
方程 3= r + y+ 2? 有 解 (1,1,1) 和 (4,4, -5). 它 还 有 其 他 
的 解 吗 ? 
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D6. x?=2y*-1 的 一 个 初等 解法 


Ljunggren 证 明了 5? - 2z* — 1 仅 有 的 正 整 数 解 是 (1,1) 和 
(239,13), 但 他 的 证 明 很 艰深 .Mordell 问 是 否 能 找到 一 个 简单 而 
初等 的 证 明 ? Whether Steiner 和 Tzanakis 简化 了 这 一 解法 ,或 许 
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别有一番 风味 :他 们 用 到 代数 数 对 数 的 线性 型 的 理论 

Ljunggren 和 其 他 人 对 类 似 的 方程 作 了 许多 研究 有关 参考 
文献 见 本 书 第 一 版 . Cohn 对 所 有 D<400 考虑 了 方程 y= Dz4+ 
1. 恰 好 当 在 曲线 Y = z(zz-4D) 和 Y? = X(X?* 16D) E( RE 
t D 不 是 平方 数 ,它们 就 是 非 奇异 的 ) 有 有 理 点 时 , 它 有 有 理解 
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D7. FAB EAU AUR ASAE 


Rufus Bowen 猜想 ;方程 
1" +2" 4 +m" = (m+ 1)" 
没有 非 平凡 的 解 ,而 Leo Moser 证 明了 :对 m «10999? gp AT AE 
平凡 的 解 ,对 奇数 ”也 没有 非 平凡 的 解 . Zhou Guo-Fu # Kang Ji- 
Ding 将 这 个 界 提高 到 m<10°™ Van de Lune 和 te Riele 证 明 
了 ,该 方程 几乎 永 不 可 解 . 注意 n 一 min 2. 
Tijdeman 注意 到 ,有 关 方程 
12+ 2% + +k” = mm" 
的 一 般 性 的 结果 与 这 一 特殊 方程 好 像 没 有 什么 关系 . 
Erdos 提出 如 下 问题 :如 果 m,n 是 满足 (K) 的 整数 , 试 证 明 
(L ) 和 (M ) 为 真 ,这 里 
ee 
(L) 1*+2*+°+(m—2)" < (m -1)^, 


(M) 1% +2" +--+ - m" >(m+1)", 
且 (L) 和 (M) 均 无 穷 多 次 为 真 ,这 里 

(L) 17 +2" +--+ (m-—-1)"< m, 

(M) 17 +2" +++ (m -1)" > m". 

Van de Lune iE] T (K) 4% (L’) , Best 和 te Riele WEH T (K) 
蕴含 (M'), 目 (M) 对 mx 中 至 多 cln x 个 值 成 立 . Van de Lune 
和 te Riele 证 明了 (L) 对 几乎 所 有 的 数 对 ( m,n) 为 真 . Best 和 te 
Riele 计 算 了 使 (K) 和 (M) 两 者 都 成 立 的 33 对 (m,n), 其 中 最 小 


的 一 对 是 
m = 1121626023352385, = 777451915729368. 
有 无 穷 多 个 这 样 的 数 对 吗 ? 


最 近 ,Pieter Moree, te Riele 和 Urbanowicz 证 明了 :在 原 方程 
中 ”必须 被 直到 200 的 所 有 整数 的 最 小 公 倍数 整除 ,而 m BEAR 
被 任何 正则 素数 整除 ( 见 D2), 也 不 被 任何 <1000 的 非 正则 素数 
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D8. 棱锥 型 不 定 方程 


Wunderlich 要 求 方程 xz3+ 办 + 227 r4 yt z 的 所 有 解 (的 参 
数 表示 ). Bernstein, S. Chowla, Edgar, Fraenkel, Oppenheim, 
Segal VL Sierpinski 给 出 了 它 的 解 ,其 中 有 一 些 是 参数 解 ,因此 它 
确 有 无 穷 多 个 解 . 它们 中 的 88 个 有 少 于 13000 PRAX. Brem- 
ner 有 效 地 确定 了 它 所 有 的 参数 解 . 
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D9. Wi WEZ 


除了 还 剩 下 有 限 的 计算 量 之 外 , Tijdeman 解决 了 Catalan 的 
古老 的 猜想 : 高 于 一 次 的 仅 有 的 相差 为 1 的 震 是 23 30 3. 但 是 这 
里 说 的 有 限 的 计算 量 仍然 超出 了 计算 机 的 能 力 范围 ,如 果 没 有 理 
论 上 的 某 些 额外 的 新 思想 ,这 些 计算 是 不 可 能 完成 的 .Langevin 
JA Tijdeman 的 证 明 推 出 :如 果 n Mn +1 ERARE, n< exp 
exp exp exp 730. Aaltonen 和 Inkeri WEH T : x^ — yy — 181 x, y>2 
HE c.y21099. Mignotte EB] T : p<1.21 x 10,9 « 1.31 x 
1075, 如 果 p 和 g 都 是 素数 , 且 g=3 mod 4, 那 么 这 些 界 可 以 被 减 
VBI) 2.7 x 10 #1 1.23 x108. WÈ mini p, q1 =2 或 3, 则 没有 
f. Glass 和 其 他 人 对 minl p,g}€ 15,7, 111 HERA T HAERA 
Xi. Mignotte 指出 :对 p =19 它 无 解 ,而 对 p =53 惟一 有 解 的 可 能 
是 q = 4889. 

Bennett 证 明了 :如 果 4<N<k -3* , WA 


k! 
|) 
RE | x | 是 z 离 最 近 整 数 的 距离 . 

Leech fl: | a" -br | < la -45 | 是否 有 满足 m,n 之 3 的 解 ? 
关于 等 式 ,他 注意 到 有 |5-2|=5-2 和 |13-37|=13-3. 
这 些 是 否 是 全 部 的 解 ? 上面 等 式 中 的 朝 3 和 7 有 何 意义 ? 

如 果 al =4,az=8,a3s=9,… 是 高 于 1 的 寡 的 序列 , Chud- 
nowsky 宣布 他 证 明了 a,., - a, 与 2 一 起 趋向 无 穷 . Erd5s 猜想 
有 ai- aD cn ,但 是 他 说 现在 没有 希望 证 明 这 一 猜想 . 

Erdss 问 :是 否 存在 无 穷 多 个 不 是 形 如 x — y. B3 (E 1, 
i>)? 

Carl Rudnick 用 N(r)id 24 - yt =r 的 正 的 解 的 个 数 ,并 问 
N(r) 是 否 有 界 ? Hansraj Gupta 注意 到 , Hardy 和 Wright(p. 201) 

iat 


>3", 


用 Swinnerton-Dyer 的 表述 形式 给 出 了 方程 z+ 一 y=wu -vi 的 
Euler 的 参数 解 ,这 一 结果 说 明 N(r) 无 穷 多 次 取 值 0,1 或 2. Bil 
diii 133* — 59* = 158* — 134* = 300783360. 作为 N(r) = 3 的 一 个 例 
子 ,Zajta 给 出 
4011684 — 17228^ = 415137* — 248289* = 421296* — 273588". 

对 N(r) 有 界 这 一 点 几乎 没有 什么 怀疑 . 

Hugh Edgar 问 : 对 素数 p Mg ARER RA , p" 一 gq" =2 有 多 
少 个 解 (m,n)? 解 的 例子 有 3? — 23 =20,33 - 5? -21,5 -112= 
2,5 -32=24,34-72=25. 还 有 其 他 的 解 吗 ? Andrzej Schinzel 写 
JË :Gelfond 以 及 Rumsey 和 Posner 的 工作 说 明 该 方程 仅 有 有 限 多 
个 解 . Reese Scott 为 解决 此 问题 走 了 相当 长 的 路 . 他 注意 到 ,对 给 
定 的 (p,q,c(=2*)), 从 Pillai 的 一 个 结果 可 以 推导 出 解数 有 限 ， 
并 证 明了 此 解数 常常 至 多 是 1( 除 了 少数 特别 列 出 的 例外 情形 )， 
而 在 那些 例外 的 情形 ,解数 或 者 是 2, 或 者 可 能 是 3. 
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D10. 指数 型 不 定 方程 


Bremner 和 Foster 提出 了 下 面 的 一 般 性 的 问题 : 令 | 户 } 是 一 
个 有 限 的 素数 集 ,e = +1, 什 么 时 候 指数 型 不 定 方程 2 eipf' = 0 
能 用 初等 方法 (例如 模 算术 ) 求解 ?更 确切 地 说 ,给 定 pisei, 什么 
样 的 判别 法 能 确定 :是 否 存 在 一 个 模 M ,使 给 定 的 方程 等 价 于 同 
BR >) eip™ = Omod M? 他 们 解决 了 许多 特殊 的 情形 ,在 大 多 数 
情形 , p; 的 个 数 为 4, 但 是 小 于 108. 在 某 些 情形 (甚至 在 有 两 个 素 
数 相等 的 时 候 ) 初等 方法 有 用 ,但 在 一 般 的 情形 ,初等 方法 不 起 作 
Hj. 事实 上 ,不 论 是 3* = 1+ 25 +2 还 是 22 + 3° = 2° + 34 都 不 
能 化 为 单个 的 同 余 式 . Tijdeman 注意 到 , 解 这 些 纯 指数 型 不 定 方 
程 (它们 在 群 论 中 有 一 定 的 作用 ) 的 另 一 种 方法 是 Baker 的 方法 


(与 F23 比较 ). 这 使 得 有 可 能 去 求解 最 后 那 两 个 方程 . 
,201 。 


Hugh Edgar [3]: WH 1+ qq? +g '=p (p,q 为 奇 素 
3,225,922) T 123432 +33 + 34= 11? 以 外 还 有 别 的 解 
吗 ? 在 这 方面 一 个 重要 的 突破 是 Reese Scott 的 论文 ( 见 D9). 
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D11. 埃及 分 数 


Rhind 纸 草 纸 是 流传 至 今 最 古老 的 用 文字 记载 的 数学 之 一 ， 


= 202 . 


它 讨 论 的 是 有 理 数 表示 成 单位 分 数 之 和 的 问题 
2 


n Tl T2 Tk 
它 引 出 大 量 的 问题 ,其 中 许多 问题 尚未 获得 解决 ,它们 还 继续 
提出 新 的 问题 ,于 是 对 埃及 分 数 的 兴趣 至 今 仍 如 以 前 一 样 强烈 . 
文献 显示 只 有 一 小 部 分 内 容 被 写 了 下 来 . Bleicher 对 此 写 了 一 篇 
详尽 的 综述 , 它 吸 引 人 们 注意 对 给 定 类 型 的 表示 法 所 构造 出 的 各 
种 算法 ;Fibonacci-Sylvester 算法 ,Erd5s 算法 ,Golomb 算法 和 两 个 
他 自己 的 算法 ,Farey 级 数 算法 以 及 连 分 数 算法 . 也 见 本 卷 书 开 始 
提 到 的 Erdés 和 Graham 的 问题 集中 经 过 扩充 的 第 四 节 以 及 可 以 
从 Paul Campbell 的 予 印 本 中 得 到 的 文献 . 
Erdós 和 Straus 猜想 :方程 
4.1,1,1 


n r y z 
对 所 有 n>1 都 有 正 整数 解 . 在 Mordell 的 书 中 对 此 问题 有 很 好 
的 记述 ,在 该 书 中 证 明了 :除了 n 同 余 于 DL102, 132,172, 19? 和 
23? mod 840 之 外 ,此 猜想 皆 成 立 , 有 若干 人 士 研究 过 这 个 问题 ， 
其 中 包括 Bernstein, Obláth, Rosati, Shapiro, Straus, Yamamoto 
以 及 Nicola Franceschine. Nicola Franceschine 对 n < 10° 验证 了 猜 
48. Schinzel 发 现 : 仅 当 0 不 是 a 的 二 次 剩余 时 (ae 上 4), 可 以 用 有 
正 的 首 项 系数 的 i 的 整 多 项 式 z(1),y(z),z(t) 来 表示 M 

Be eh oe d i 

at+b z(t) y(t) zy 
Sierpinski 对 


n $ y z 
做 出 了 相应 的 猜想 . Palam 对 所 有 n<92231 证 实 了 这 一 猜想 ， 
Stewart 将 此 扩大 到 n<1057438801 ,并 对 所 有 不 是 形 如 2784604 
+1 的 证 明了 猜想 . 
Schinzel 将 要 求 +,y,z 为 正 数 这 一 条 件 放宽 ,并 用 一 般 的 m 
代替 分 子 4 和 5, 且 只 要 求 结论 对 n D n, 成 立 . 由 zi8=23 这 个 
0 


例子 表明 , 有 可 能 nn KF m. 对 m 的 连续 大 值 , Schinzel, 
Sierpiński, Sedláček , Palama 以 及 Stewart 和 Webb 确立 了 猜想 的 
正确 性 ,Stewart 和 Webb 对 m<36 给 出 了 证 明 . Breusch 和 Stew- 
art 相互 独立 地 证 明了 :如 果 m/n 20 B. n 为 奇数 ,那么 m/n 是 有 
限 多 个 奇 整数 的 倒数 之 和 . 也 见 Graham 的 论文 . Vaughan 证 明 
了 :如 果 En(N)Æ n<N Pim /n = 1/2 + 17y + 17z 无 解 的 整 
数 之 个 数 ,那么 
E,,(N) < N expl- c(In N)231， 

这 里 c 只 与 ARK. Hofmeister 和 Stoll HEAT : WF, (N) 

是 n<N 中 使 m /n=1/z+1/y 无 解 的 整数 之 个 数 ,那么 
F,CN) K N(In N) 09, 

其 中 o(m) EÈ Eulerg 函数 ( 见 B36). 

Hofmeister 注意 到 ,这 个 结果 蕴含 A,,(N)/N 一 1(N 一 %)， 
其 中 A,.(N) 是 1<5<N 中 满足 如 下 条 件 的 整数 5b 的 个 数 :对 这 
种 5 有 一 个 表示 m /b= 1/n1+1/n2, 使 得 直线 y=m(z 宇 1) 上 所 
有 的 格 点 都 有 一 个 这 样 的 表示 . 奇怪 的 是 ,Mittelbach $ B(N) 是 
1XasbsN 中 有 一 个 表示 a /b=1/ni+1/n 的 那 种 格 点 (a ,65) 


的 个 数 ,他 证 明了 有 B(N)/ 泪 NCN+1) 一 0, 也 就 是 说 ,对 很 大 的 
NN, 在 三 角形 (1,1),(1,N),(N,NN) 内 几乎 没有 格 点 能 有 这 样 的 
dom. 

与 Breusch 和 Stewart 的 结果 形成 对 照 的 是 ,由 Stein, Self- 
ridge, Graham 以 及 其 他 人 所 提出 的 下 述 问题 仍 未 得 到 解决 :如 果 
一 个 有 理 数 m /n(n 是 奇数 ) 可 以 表 为 > 1/z;, 这 里 x; 是 连续 选 
取 的 最 小 可 能 的 奇 整数 , 它 使 余 项 m /n - >)1/z; 是 一 个 非 负 的 
数 , 那么 m/n 是 否 总 可 以 用 一 个 有 限 的 和 来 表示 ? 例如 

TST HS TOs 

John Leech 在 一 封 1977 年 3 月 14 日 写 的 信 中 问 道 :关于 倒 

数 之 和 为 1 的 那 种 不 相等 的 奇 整数 集 ,比如 像 
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34547 to tista tat ast atin t ass! 
我 们 知道 些 什 么 呢 ?” 他 说 ,一 个 这 样 的 集合 至 少 需 要 9 个 奇数 , 另 
一 方面 ,其 中 最 大 的 分 母 必 须 至 少 是 105. 注意 它 和 Sierpinski 的 
伪 完 全 数 (B2) 之 间 的 联系 . 

945 = 315 + 189 + 135 + 105 + 63 + 45 + 35 +27 +15+9+7. 
已 知 ,如 果 ”是 奇数 ,那么 m/n 总 可 以 表 为 不 同 的 奇 的 单位 分 数 
之 和 . 

Tenenbaum 和 Yokota 指出 , m/n 可 以 表示 成 ~ 个 分 母 
<4n(In n)?log; n 的 单位 分 数 之 和 ,其 中 r<(1+€)In nog n, 
但 1+e 不 能 被 1- e 代替 . 

Victor Meally 把 0 i 1 adis a/b(a lb) a+b 


的 大 小 和 a MAUMEE S d ge gee eee BERS, 
190 8x PG 2 个 .3 个 和 4 个 单位 分 数 来 
表示 的 元 素 . 哪些 分 数 分 别 是 最 早 需要 用 5 个 .6 个 和 7 个 单位 分 
数 来 表示 的 呢 ? Stephane Vandemergel 在 1993 年 4 月 28 日 的 一 
封 信 中 说 ;区 要 5 个 单位 分 数 ,而 如 则 要 6 个 . 
Barbeau f£ 1 表示 成 101 个 不 同 的 正 整数 的 倒数 之 和 ,其 中 没 

有 一 个 整数 能 整除 另外 的 整数 . Erdss 和 Graham 证 明了 :如 果 m 
无 平方 因子 ,那么 m/n 总 可 以 写成 有 限 多 个 无 平方 因子 整数 的 
倒数 之 和 ,其 中 每 一 个 整数 都 恰 有 o 个 (w>>3) 不 同 的 素 因子 . 在 
许多 情形 可 以 取 w 为 2. 对 m=n=1, BORE 38 EIC: Allan 
Johson 对 w =2 和 下 面 48 个 数 

6 21 34 46 58 77 87 115 155 215 287 391 

10 22 35 51 62 82 91 119 187 221 299 689 

14 26 38 55 65 85 93 123 203 247 319 731 

15 33 39 57 69 86 95 133 209 265 323 901 
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完成 了 这 一 工作 . 是 否 这 就 是 最 小 可 能 的 集合 ? Richard Stong 也 
解决 了 这 个 问题 ,但 他 用 到 一 个 更 大 的 集合 . 


Erdés 在 一 封 写 于 1972 年 1 月 14 neate +s 


ane 这 里 6= [2,3,7, 1,829 2,3, n 的 最 小 公 倍数 . 他 
mals +4 = ad +5 +4 = Baste at1=0 mod b, 


MH.EBSAMKRNS 他 猜想 不 会 . 是 否 无 穷 多 次 有 alb 
We? 


如 果 Nus = 1, 这 里 zx; < za < z3 < … 是 不 同 的 正 整数 ， 


Erdés 和 Graham 问 m(t) 的 值 等 于 什么 ?这 里 m(t) = min max 2;, 
其 中 最 小 值 取 过 所 有 集合 jzi. 例如 m(3) = 6,m(4) = 12, 
m(12) = 120(m (12) = 120 是 不 正确 的 一 一 译 者 注 ). 是 否 对 某 
个 常数 c Hml) < ct? 按 照 这 个 记号 ,对 所 有 i BEB vu - xz; < 
2 5? Erdós 猜想 这 不 可 能 ,并 悬赏 10 美元 给 解决 此 问题 者 . 

Erdós 和 Graham 问 下 述 结论 是 否 为 真 :用 c 种 颜色 对 整数 的 
任 一 种 着 色 都 给 出 

Ein z< z< (HRM) 


的 一 个 单 色 解 (monocromatic solution) 吗 ? 即使 对 c=2, 此 问题 也 
未 解决 . 如 果 答 案 是 肯定 的 , 令 f(c) 是 使 整数 1<t<f(c) 的 每 个 
c- 着 色 (c-coloring) 都 包含 一 个 单 色 解 的 最 小 整数 . 试 确定 f(c) 的 
值 或 估计 它 的 大 小 . 

Erdós 还 问 道 :如 果 


l.l,-.l.4 enc <a, 
Zi T2 Ty 


H k FE IBA max zl 等 于 什么 ? MR k 变化 ,什么 整数 能 等 于 
最 大 的 分 母 zx? 不 是 素数 ,也 不 是 n 个 其 他 的 整数 ;被 排除 在 外 
的 整数 有 正 密 度 吗 ? 甚至 可 以 有 密度 1? 什么 整数 可 以 是 x, 或 
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tps? 什么 整数 可 以 是 2, Bar, BR arp? lim inf Ze Wh? 平 


凡 地 有 lim inf TE. 可 能 事实 上 它 是 无 限 的 . 如 果 对 每 个 ， 
m (E) ÉESE-F. max, ) Jl] Yokota 改进 了 Erdös 和 Graham 的 一 个 
结果 ,他 证 明了 :存在 一 个 整数 & 的 递增 序列 ,使 有 m (E) 7E 
(In Ink)’. EBE k 的 一 个 序列 使 m.(k)/k 有 和 界 呢 ? 

Erdés 进一步 问 :是 否 对 


| 
XQ) x2 Tk 


的 每 个 解 都 有 max (x; 44 7 r) >3? 12,3,6| 表 明 >3 不 真 ,但 这 
似乎 是 惟一 的 反例 . 可 能 max Cx, zi) 三 c 仅 有 有 限 多 个 解 . 
如 果 x; Rr 段 连续 整数 的 并 集 , 那 么 解数 有 限 且 仅 与 + HK. 


Cuitiss 证 明了 : WHS +a +d eh Br HG max x, 作为 > 的 函数 


7 

给 出 . 

如 果 N(n) 是 可 以 表 为 过 n 的 不 同 整数 的 倒数 之 和 的 那 种 束 
数 之 集合 , 则 Yokota 证 明了 :直到 

et zs dien] 
2 Inn 

为 上 的 每 个 自然 数 都 在 NOn Aii NG2 (J + 0(1) Jin n. 
Exdós 要求 对 不 在 N(n) 中 的 最 小 整数 以 及 在 N(n ) 中 的 最 大 整 


数 的 大 小 给 出 一 个 估计 . 有 多 少 个 整数 < DI 不 能 这 样 表示 


呢 ?在 能 这 样 表示 的 数 中 ， 它们 的 分 布 又 如 何 ? 它 们 会 成 囊 地 出 现 
吗 ? 

给 定 一 个 有 正 密 度 的 序列 zi, zz,… ,是 否 总 有 有 限 子 集 满足 
2 1/z = 19 如果 对 所 有 i 有 Zz; < ci, 问 存在 这 样 一 个 有 限 子 集 
吗 ?Erdis 再 次 悬赏 10 美元 给 解决 此 问题 者 . 如 果 lim inf zi/i < 
co ,他 坚定 地 猜想 答案 是 否定 的 ,并 提供 5 美元 给 解决 此 问题 者 、 
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用 N(z) 表 示 1 = Mx BUR En omisi 的 个 数 , 而 用 
MORRER x rom, 的 个 数 . Singmaster 计算 出 


t 1-.2:.3- 4 5 6 
M(t) 11 3 14 147 3462 
N(t) 1 1 10 215 12231 2025462, 


Erdós 要 求 给 出 M C1) N(z) 的 渐 近 公式 . 

Graham 证 明了 :如 果 >77, 我 们 可 以 把 nn = zl tary tet 
x, 分 划 成 : 个 不 同 的 正 整 数 之 和 , 使 > 1/zri = 1. 更 一 般 地 ,对 
任何 正 有 理 数 a, 存在 一 个 整数 r(a,B)( 我 们 将 取 其 最 小 的 
值 ) ,使 得 任何 大 于 r 的 整数 都 能 被 分 划 成 大 于 8 的 不 同 的 正 整 
数 ,这 些 正 整数 的 倒数 之 和 等 于 a. 关于 r(a,8) 知道 的 很 少 , 除 
T D. H. Lehmer 的 一 篇 未 发 表 的 论文 ,在 这 篇 论文 中 他 证 明了 : 
77 不 能 用 这 种 方式 划分 ,因此 有 r(1,1) = 77. 

Graham 猜想 :对 充分 大 的 à (KH 104 这 么 大 ?) ,我 们 可 以 类 
似 地 划分 n = x} + cht al Dx; = 1. 我 们 还 可 以 
要 求 一 个 分 解 n = plr) + plz) + + p(a,) IP p(x) E 
何 “ 合 理 的 ” 多 项 式 .例如 ,zr? + z 就 是 不 合理 的 ,因为 它 仅 取 偶数 
值 . 

为 了 回答 L.-S. Hahn 的 一 个 问题 “是 否 存在 一 个 整数 集合 ， 
每 个 数 都 有 一 个 与 之 相 邻 的 数 , 它们 的 倒数 之 和 是 一 个 整数 ?”， 
Peter Montgomery 给 出 了 例子 11,2,7,8,13,14,39,40,76,77， 
285,286} 和 12,3,4,5,6,7,9,10,17,18,34,35,84,85} ,它们 每 一 
个 的 倒数 之 和 都 是 2. 

L.-S. Hahn 又 问 : 如 果 正 整数 用 任何 方式 被 划分 成 有 限 多 个 
集合 ,是 否 总 有 一 个 集合 存在 ,使 任何 正 有 理 数 都 可 以 用 它 的 有 限 
多 个 不 同 的 元 素 的 倒数 之 和 来 表示 ? 这 里 一 定 有 可 能 选取 与 该 有 
理 数 无 关 的 集合 . 如 果 没 有 这 种 可 能 性 , 则 给 定 任何 有 理 数 ,是 否 
总 可 以 选取 有 此 性 质 的 一 个 集合 呢 ? 现在 这 个 集合 与 该 有 理 数 有 
关 . 

Nagell 证 明了 :一 个 算术 级 数 的 倒数 之 和 恒 不 是 整数 ,也 见 
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Erdós 和 Niven 的 论文 . 
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D12. Markoff 数 


一 个 产生 了 巨大 兴趣 的 不 定 方程 是 
x? t+ y+ 2? = 3ry. 
它 显然 有 Cassels 所 说 的 奇异 解 (1,1,1) 和 (1,1,2)( 由 通常 关于 奇 
解 的 定义 ,该 徐 只 有 惟一 的 奇 解 (0,0,0)). 由 于 方程 关于 每 个 变 
量 都 是 二 次 的 , 它 所 有 的 解 都 可 以 从 上 述 的 解 生成 ,故而 从 一 个 整 
数 解 可 以 导出 第 二 个 整数 解 ,而 且 可 以 证 明 :除了 奇 解 外 ,所 有 解 
的 x,y,z 都 有 不 同 的 值 ,因此 每 个 这 样 的 解 都 是 恰好 3 个 其 他 的 
解 的 邻 伴 (neighbor), 见 图 10. 数 1,2,5,13,29,34,89,169,194， 
233,433,610,985,… 称 为 Markoff 数 . 为 避免 平凡 的 结果 ,我们 
假设 0< eye OT IIR. > 之 2, 该 不 等 式 是 严格 的 ). 一 个 出 
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色 的 问题 是 :是 否 每 个 Markoff 数 z 定义 一 个 惟一 的 整数 解 (x， 
yz)? 不 时 有 人 声明 他 们 证 明了 在 此 意义 下 Markoff 数 是 惟一 
的 ,但 是 到 目前 为 止 的 证 明 都 是 错 的 . 

如 果 M(N) 是 满足 x 二 yz 的 三 数组 的 个 数 , 则 Zagier 
证 明了 有 M(N)= C(In N) + O((In N) +*+), i C 
0.180717105 ,计算 引导 他 猜想 :第 n 个 Markoff 数 m, 的 大 小 是 


($400 inta. 这 里 A e! 2:10.5101504. 关于 相 


异性 ,他 没有 得 到 什么 结果 ,但 是 他 能 证 明 该 问题 等 价 于 某 种 不 定 
方程 组 的 不 可 解 性 . 


a ee EXC 2,5,29) 
Bi 1534) (5.13194) (5,29,433) (2,28,169) 
POP / /N NS 


图 10 Markoff 解 的 树 


Markoff 方程 是 更 一 般 的 Hurwitz 方程 (Hurwitz equation) 
ZI + ZE+ + 12 = ariz2 zn 
的 特例 ,如 果 a > ”, 它 没有 整数 解 ;如 果 a = n ,所 有 整数 解 可 以 
由 (1,1,…,1) 生 成 . 对 任何 a,1 二 a 三 n ,都 有 一 组 有 限 的 解 集 ， 
由 它 可 以 生成 所 有 其 他 的 解 . Baragar 证 明了 :对 任何 g, 存 在 无 穷 
多 对 (a n) ,使 得 方程 至 少 要 求 g 个 生成 元 . 令 Min, N) Æa =n 
时 Hurwitz 方程 的 解数 , 且 每 一 个 |z; | <N , JU Baragar 也 证 明了 : 
对 所 有 620, Mn, NR C(In N) 一 样 增长 , 且 M(n, N) 
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=Q(In N)%”~®) , x HB (Zagier) a (3) =2, (AE a (4) 2. 33 和 
2.64 之 间 ( 稍 后 改进 为 2.43<a(4)<2.47). 他 还 证 明了 


2ln n 3ln n 
ing =) Sg 
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D13. WE xy = z 


Erdós 要 求 方程 ry = z^ 的 除了 平凡 解 y=1,z=z 以 外 的 
ff. 柯 召 (Chao Ko) 找 到 了 无 穷 多 个 解 , 其 中 头 3 个 是 
x y z 
125 65 233 
224^ 11216 28975 
614409 30720? 23571531 . 
他 找到 了 全 部 的 解 吗 ? 
Claude Anderson 猜想 ,方程 wry = z^ 没有 满足 1< <z 
<y< z 的 解 ,但 是 , 柯 召 和 孙 琦 (Sun Qi) 早 先 就 对 这 一 猜想 向 任 
意 多 个 变量 作 的 一 个 推广 找到 了 无 穷 多 个 反例 ， 


zi a RUE nb) Pr pn 12D 
um BRE 2m A) pn 21942 
oy Sean E gU ann pn = prea 
£ E LEN 
XC E E238 2 20, XE k=2 WA n 21. 例如 ,w= 3!225， 
x =3025, y=3!24, z =3!425. Ajai Choudhry Xf k —3 也 找到 了 一 
个 参数 解 . 
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D14. a; + b; 作成 平方 数 


Leo Moser 要 求 整数 a1, a2, bj; (1 j <n), 使 得 2n PH 
a; + b, 都 是 平方 数 . 取 az - al 是 充分 复合 的 数 就 可 以 达 此 目的 ， 
BiH ay 70,25 7227*!,5 7 (227i - 27-1)? 

John Leech 注意 到 ,推广 到 整数 21,25 a5, 6; (1j n), A 
题 对 任何 n 也 可 解 . 我 们 可 取 araz Ela t y), a, 可 以 取 任意 
的 值 z?+ Aay + y( 它 可 以 通过 令 z= u- o, y=2uv+t Av? 而 
成 为 平方 数 ). wu 和 w 的 任何 值 将 会 给 这 3 个 平方 数 的 差 以 相等 
的 比例 . R u 和 w 的 值 使 得 比例 因子 是 一 个 有 理 平 方 数 的 问题 归 
结 为 求 一 条 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 ,对 任何 nio; 的 任意 多 个 有 理 
值 可 以 同时 通过 调节 而 给 出 整数 ai ,a2,03,6; 1S jn). 研究 得 
很 多 的 一 种 情形 是 = 0, 它 对 应 于 若干 组 有 相等 面积 的 有 理 直 角 
三 角形 . 我 们 还 可 以 特别 地 固定 cl 0,70. 只 要 az,as 是 平方 
数 加 ,92, 使 得 g/p 可 以 表 为 两 个 不 同 的 比值 (之 一 这 )[2xm 的 
乘积 ,那么 , 求 有 理 平方 数 b= 使 p?+r? Mg? + rl 两 者 都 是 平 
方 数 的 问题 再 次 是 一 个 椭圆 曲线 的 问题 ,我 们 又 可 以 重新 调节 以 
便 对 任何 n READ, gr (1j n, 6 p^ rima + rj 
都 是 整数 的 平方 (参见 D20). 例如 ,1346 ARE (ui, vi, uz, v2) 
=(9,4,5,1) 和 (8,5,9,1) ,它们 生成 ， 

0 351? 650 1728 3200 
72? 801? 970 1872 3280 
1560? 1599? 1690? 2328? 35607. 

更 为 一 般 地 ,我 们 寻求 整数 a; Kim), b; (1j mn). 
Jean Lagrange 造 出 了 二 次 型 (a ,b,c)=au?+ buv + cv? 的 平方 的 
矩阵: 

(54,150,111)? (56,150,79)? (72,234,177)? (72, 186,57)? 
(6, 78,96)? (16,48,56)? (48,192,168)? (48,120, 12)? 

(54,318,384)? (56,312,376)? (72,360,408)? (72,312,372)? 

(6, - 50, - 96)? (16,0, - 56)? (48,176,168)? (48,104, — 12)? 
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(X m =n =4 产生 无 穷 多 个 解 . 例如 ,w=2,v=1 给 出 : 
67 603 933 n7 
276 218 744 444 
1238 1224 1416? 1284 
172 8& NË 388 
Lagrange 在 一 封 1983 年 3 H 13 日 的 信 中 给 出 矩阵 : 
59 112? 144 207 592 1351? 4077 
229? 248? 264 303? 632? 1369? 408» 
499? 508? 516? 537 772 1439 4107 


18? 234 346 514 
282 366 446 586 
47» 531? 589 70r 
1122 1146 1174 1234 
在 这 些 例子 中 , ai b; 不 是 平方 数 . WR a;, b; 本 身 是 平方 数 , 那 
么 它们 就 提供 了 与 问题 D20 有 关 的 构 形 ( 见 D20), 在 这 方面 La- 
grange 和 Leech 做 出 了 相当 的 进展 . 他 们 的 平方 数 的 三 数组 a?(i 
=1,2,3) 和 四 数组 63(j =1,2,3,4) 及 所 有 a? + 02 皆 为 平方 数 合 
在 一 起 引导 到 本 问题 中 的 4x 5 阵列 
Qo 7422030? 8947575? 22276800? 44142336? 
9282000? . 11184530? 12892425? 24132200? 45107664? 
26822600? 27830530? 28275625? 34867000? 51652664 
60386040? 60840450? 61045335? 64364040? 74799864 


D15. 每 对 数 的 和 均 为 平方 数 的 数组 


Erdós 和 Leo Moser( 见 较 早 的 文献 ) 也 问 到 类 似 的 问题 :对 每 
N n E n 个 不 同 的 数 使 任 一 对 数 的 和 都 是 平方 数 吗 ? 对 n = 3 


我 们 可 以 取 
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tod: 


a; =F (7? + p- 9), 


a3 = 十 (p? * q? = r°). 
而 对 n =4 我 们 可 以 取 s 为 任何 可 以 用 三 种 不 同方 式 表 为 两 个 平 
方 数 之 和 的 数 : 


s=u+p =v+g 2 


2= w+r, 


而 
a4= s- L+ gq- 72), 
由 此 可 以 增加 问题 中 数 的 个 数 . 

Xt n =5, Jean Lagrange 给 出 一 个 相当 一 般 的 参数 解 及 其 简 
化 ,这 一 简化 似乎 给 出 全 部 解 中 的 大 多 数 . 他 列 出 了 由 J.-L. 
Nicolas 计算 出 的 头 80 个 解 . 最 小 的 解 是 

—4878 4978 6903 12978 31122, 
而 最 小 的 正解 (每 个 解 中 至 多 可 以 有 一 个 数 是 负 的 ) 是 
7442 28658 148583 177458 763442. 
在 一 封 1972 年 5 月 19 日 的 信 中 ,他 对 n=6 给 出 下 面 的 解 : 
— 15863902 17798783 21126338 
49064546 82221218 447422978. 

实际 上 此 问题 可 追 湖 到 T. Baker, 他 找到 5 个 整数 ,其 两 两 相 
加 的 和 都 是 平方 数 ;也 可 追溯 到 C. Gill, 他 找到 5 个 数 ,每 3 个 数 
的 和 都 是 平方 数 . 

Lagrange 还 找到 若干 个 集合 ,每 个 集合 由 n 个 平方 数组 成 ， 
每 组 中 任何 n -1 个 数 的 和 都 是 平方 数 . 对 n=3,5 和 8, 最 小 的 
这 样 的 数 分 别 是 (44,117,240), (28,64,259,392,680) 和 (79,112， 
204,632,896,916,1828,2092) 中 诸 数 的 平方 . 

Martin LaBar 要 求证 明 或 推翻 下 述 结论 :3X 3 魔方 可 以 用 9 
个 不 同 的 整数 的 平方 构造 出 来 . 这 要 求 9 个 量 a2, 57,22, y? + 2? 
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zt y, ge y 22,22? - ya - 27,32? - yl-z 
是 不 同 的 完全 平方 数 . 这 不 太 像 是 对 的 ,尽管 不 难 做 到 使 8 个 魔 
和 中 的 4 个 符合 要 求 . 
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D16. 有 相同 和 及 相同 积 的 三 数组 


求 尽 可 能 多 的 正 整数 的 不 同 的 三 数组 ,使 每 组 3 个 数 有 相同 
的 和 又 有 相同 的 积 这 一 问题 已 由 Schinzel 解决 :你 可 以 找到 任意 
多 组 . 其 间 Stephane Vandemergel 也 找到 了 13 组 三 数组 ,每 组 中 
3 个 数 的 和 是 17116, 积 是 2033527211. 13* 19. 对 每 种 重 数 的 数 
组 , 求 出 数组 中 诸 数 的 最 小 的 和 或 者 最 小 的 积 ,或 许 是 有 意义 的 . 
例如 ,对 4 重 三 数组 ,J. G. Mauldon 找 出 最 小 的 共同 的 和 是 118: 
(14,50,54),(15,40,63),(18,30,70),(21,25,72); 而 最 小 的 共同 
的 乘积 是 25200: (6,56, 75), (7,40,90), (9,28, 100), (12, 20, 
105). 
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D17. HEBRRSAR EE 


Erdos 和 Selfridge 证 明了 :相连 整数 的 乘积 绝 不 会 是 一 个 宕 ， 
又 对 1>24>8, 二 项 系数 | "]( 见 B31) 也 绝 不 会 是 一 个 寡 . 如 果 


=2, 则 (无穷 多 次 是 一 个 平方 数 .但 是 Tijdeman 的 方法 ( 见 
D9) 有 可 能 证 明 它 绝 不 会 是 一 个 非 平凡 的 更 高 次 等 (对 三 次 和 四 
UKE, FL Mordell 的 书 ), 而 对 上 =3, 除 了 n=50 以 外 ( 见 D3), 它 也 
MRE. 

Erdss 和 Graham 问 :两 个 或 多 个 不 相交 的 相连 整数 段 的 乘积 
是 否 能 是 一 个 寡 ? Pomerance 注意 到 ,如 果 al = 2" 1, as=2"， 
a=22-1-1,a4=22 - 1, 


IG. - Da(a; + 1) 
是 一 个 平方 数 .但 是 Erdos 和 Graham 认为 ,如 果 1224, 35 4 4X e 
有 限 多 个 情形 下 Il (a; + j) 是 一 个 平方 数 . 

K. R. S. Sastry 注意 到 :如 果 (n+1)(2n — 1) = m?, 那 么 相 
连 整 数 段 (n 一 1)n(n+1) 与 (2n -2)(2n - 1)2n 的 乘积 是 一 个 
平方 数 . 这 等 价 于 一 个 有 无 穷 多 解 的 Pell 方 程 . 例如 ,n=74 给 出 

(73 + 74 . 75)(146 . 147 - 148) = 73? - 742 - 210°. 

Erdós 又 问 :( 多 于 一 个 ) 相 连 奇数 的 乘积 是 否 永远 不 是 一 个 
(高 于 一 次 的 ) 寡 ? 一 个 算术 级 数 的 4 个 相连 的 元 素 的 乘积 是 否 永 
远 不 是 一 个 寡 ? Euler 证 明了 它 不 可 能 是 平方 数 . Fermat 证 明了 
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其 成 员 单个 来 说 都 不 能 是 平方 数 ,但 一 个 非 平方 数 的 因子 必定 整 
除 两 个 不 同 的 项 ,或 者 :(a)2 整除 第 一 和 第 三 项 ,或 者 整除 第 二 和 
第 四 项 ;或 者 (b)3 整除 第 一 和 第 四 项 ;或 者 (a) 与 (b) 两 者 都 成 立 . 
(a) 不 可 能 单独 对 模 8 RI: (b) 不 可 能 单独 对 模 3 成 立 ,但 是 我 
们 可 以 有 607, u?,2v?,3w?. PERAR w + 0 =v? Al w+ 40? 
= 好 ,它们 可 以 用 递 降 法 来 反 证 一 一 一 个 毕 达 哥 拉 斯 比值 不 可 能 
是 另 一 个 的 两 倍 . HERK, Leech 注意 到 :在 算术 级 数 中 不 能 
有 3 个 立方 数 . 

Sastry 问 : 对 什么 样 的 &, 一 个 算术 级 数 的 4 个 相连 项 的 乘积 
能 是 一 个 & 边 形 数 ? 这 里 第 ~ 个 边 形 数 (k-gonal number) 是 


Gr - 2r = (k -4)). 
BER UAE =4, ARA Euler 所 证 明 的 ,但 是 Sastry 对 除了 7,14 


和 37 以 外 所 有 其 他 的 都 求 得 了 解 . 对 于 提 到 的 这 几 个 数 不 可 
能 有 解 吗 ? 


参考 文献 


P. Erdós, On consecutive integers, Nieuw Arch. Wisk., 3(1955) 124-128. 
P. Erdés & J. L. Selfridge, The product of consecutive integers is never a power, 
Illinois J. Math., 19(1975) 292-301. 


D18. 有 完全 长 方 体 吗 ? 两 两 的 和 均 为 平方 数 的 
4 个 平方 数 ; 差 为 平方 数 的 4 个 平方 数 


有 有 理 的 盒子 吗 ? 我 们 对 这 个 名 声 显 幸 的 未 解决 的 问题 的 处 
理 几 乎 完全 归功 于 John Leech. 是 否 存在 一 个 有 整数 边 长 2; 
数 面 对 角 线 长 y; 和 整数 体 对 角 线 长 z 的 完全 长 方 体 (perfect 
cuboid) 呢 ? 联 立 不 定 方程 
(A) that rhe = y 
(B) D= 
(i=1,2,3; 在 必要 时 ,下 标 按 模 3 化 简 ) 有 解 吗 ? 

lm» 


Martin Gardner 问 :是 否 xi ,yw ,z 中 任何 6 个 数 都 能 是 整数 ? 
这 里 有 3 个 问题 :仅仅 体 对 角 线 长 z 是 无 理 数 ; 仅 有 一 条 边 zs 的 
长 是 无 理 数 ; 恰 有 一 条 面 对 角 线 长 y 是 无 理 数 . 

问题 1 ”我 们 要 求 (A) 中 3 个 问题 的 解 . 设 这 样 的 解 有 生成 
元 (generator)ai , b; ,其 中 

Zisi | Tisz yy = Zab; : a} — 67: a? + b 
那么 我 们 希望 得 到 
a? 一 bi 

(C) Hn el 
的 整数 解 . 我 们 可 以 假设 诸 生成 元 对 有 相反 的 奇偶 性 ,并 用 

a-b? co- 好 2. 
(D) Dob ‘ eu 一 of 
代替 (C). 一 个 例子 是 

2 «2 2.52 2 «2 
(E) feugia ids 
Kraitchik 给 出 边 长 为 奇数 且 小 于 一 百 万 的 241 + 18 - 2 个 长 方 
体 . Lal 和 Blundon 列 出 了 由 (D) 能 得 到 的 适合 ai, bisa, 0570 
的 所 有 的 解 ,包括 一 对 奇特 的 解 (1008,1100,1155) 和 (1008,1100， 
12075) ( 译 者 注 : 1008? + 1100? = 14927, 1100? + 1155? = 1595?， 
1155? + 1008? = 1533? , 1100? + 12075? = 12125? , 12075? + 1008? = 
12117°,). Leech 存储 了 一 张 表 , 这 张 表 给 出 了 从 (D) 中 得 到 的 有 
两 对 生成 元 且 适 合 a1,b1;az,b2;a ,P<376 的 所 有 解 . 

将 (C) 中 下 标的 循环 次 序 反 过 来 就 产生 出 导出 长 方 体 (de- 
rived cuboid): 例子 (E) 给 出 最 小 的 解 (240,44,117)(Euler 知道 这 
一 结果 ) 以 及 导出 长 方 体 (429,2340,880). 注意 有 240.429= 44: 
2340= 117.880. 

有 若干 个 参数 解 是 已 知 的 :最 简单 的 (也 是 Euler 知道 的 ) 一 
个 参数 解 是 
(F) a-2(p -), ai Apo, b= Bo ptg. 

对 固定 的 a1,61,(D) 等 价 于 平面 三 次 曲线 
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aj - bi 5 u? -1 .—2v 

2alpi 2u v?-1' 
它 的 有 理 点 是 有 限 生成 的 ,Mordell 告诉 我 们 :由 一 个 解 即 可 导出 
无 穷 多 个 解 . 但 并 非 所 有 的 有 理 数 a/b, 都 出 现在 解 中 :a1/6, = 
2 是 不 可 能 的 ,因而 不 存在 一 个 有 理 长 方 体 , 它 有 一 对 边 的 比值 是 
3:4. 

问题 2 ” 仅 有 一 条 边 长 是 无 理 数 . 我 们 希望 有 x? + x3 = 53, 

而 t+ zx?,t+x3,t + 3 全 都 是 平方 数 . 这 是 由 “Mahatma”( 参 见 
后 面 的 参考 文献 一 一 译 者 注 ) 提 出 来 的 ,而 读者 给 出 了 zi = 124， 
x2=957, t = 13852800. Bromhead 将 此 扩大 到 一 个 参数 解 . 有 无 
穷 多 个 解 由 
(G) (21,22,33) = 26f6(€,7,0), t= S- 68 Pe + Ey! 


ZB CE, 5, $5) 是 一 个 毕 达 哥 拉 斯 三 数组 , 其 中 最 小 的 是 
£75,927 12; zl = 7800, x2 = 18720; ¢ = 211773121. 较 早 时 候 
Flood 给 出 过 一 个 解 . 

这 些 还 没有 完 . 我 们 来 求 
(H) zi +a = y, z= ita = 23+ 
的 异 于 z= y%(t=0) 的 解 . Leech 找到 100 个 满足 « 105 的 本 原 
解 ,其 中 46 个 有 上 >0.(H) 的 生成 元 满足 

at + B. 2-500 _ a?- b? 


D 2afi a+ B |». 2ab ' 
因此 对 固定 的 zz/zi, 它 的 解 对 应 于 三 次 曲线 
(J) xyo(u? +1) = ru(v +1) 


上 的 有 理 点 . 平凡 解 :=0 对 应 于 若干 个 寻常 点 (ordinary point), 
对 每 个 比值 zz/zi, 这 些 寻 常 点 生成 无 穷 多 个 解 . 其 解 作成 长 为 4 
KE: 
Cat h= hth i, 
(K) £183 = &£4, 
im 


+ 35+ 生生 + Egat 都 是 平方 数 ， 
这 些 圈 对 应 于 两 对 比值 xz/zi, 它们 对 应 于 (J) 上 与 点 上 = 0 共 线 
的 两 个 点 . 反 过 来 说 ,这 样 的 一 对 点 对 应 于 4 个 解 组 成 的 一 个 图 . 

问题 3 ” 恰 有 一 条 面 对 角 线 长 为 无 理 数 . 这 里 有 两 个 密切 相 
关 的 问题 : 求 3 个 其 和 与 差 均 为 平方 数 的 整数 ; 求 3 个 其 差 为 平方 
数 的 平方 数 . 该 问题 表 为 长 方 体 的 形式 即 是 求 满足 
(L) xibexXPec^, rita = yh apt 23 = 93 
的 整数 , 它 的 生成 元 满足 
d-H.d-B dig 

2aB! 2asBs 2azp2 

jd uj = (a? - 82)? /4028?, MME wuz = 1+ wz, 这 是 一 个 在 
FA (cycle) 11 fff BB 3E ( frieze pattern) 方 面 被 许多 人 研究 过 的 方程 . 
解 也 出 现在 长 为 5 的 图 中 ! Leech 列 出 了 35 个 适合 al ,Bi a2, b 
<50 的 解 ,并 在 未 发 表 的 数学 表 中 储存 了 一 张 表 ,这 张 表 上 有 适 
合 两 对 数 a;, 8,5376 KRA B RA. 这 和 Napier 的 法 则 (有 关 
Napier 法 则 或 Napier 公式 ,请 参看 科学 出 版 社 出 版 的 译 著 《 数 学 
百科 全 书 ) 第 四 卷 p. 948 一 949 一 一 译 者 注 ) 以 及 有 理 球面 三 角形 
的 构造 有 密切 的 联系 . 

H(p- q?) 2pq AC- s?) Ars HA FAA MRE EH 
平方 数 时 ,(L) 的 解 由 z=z? 一 y=(p? 一 gq?)(r? 一 52),x3= 2? - 
y3=4 prs 给 出 . Euler 令 p,q,r，,s HEAR, WRA TOUR 
差 ,例如 34-24,94-74,11 -24, 它 们 两 两 的 乘积 都 是 平方 数 、 头 
两 个 数 给 出 了 这 种 类 型 的 第 二 个 最 小 的 解 (117,520,756) , 它 的 图 
包括 最 小 的 解 (104,153,672) ,这 个 解 也 是 Euler 所 知道 的 . 

我 们 还 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 把 2? = 23+ yd = 23 + 好 表示 
成 两 个 平方 数 的 和 : 

ZT3/X1 = (a3 - B)2arhr, ZX2/T1 = (a3 9 £5) 2asBs, 
这 给 出 z2=4(agag+ BB) (o2 + a3 3). Euler 把 每 一 个 因子 作 


成 平方 数 ,从 而 找到 了 两 个 有 相等 面积 上 a2a3BsBs 的 有 理 直 角 三 
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角形 . Diophantus 用 B)/a2= (s + 2)/2r, Bs/as 7 s/t 解决 了 这 一 
问题 ,其 中 ?=s?2+ st +t? s=- m?,t=m?-n?. S(1,m,n) 
=(1,2, - 3) ,我 们 就 得 到 一 个 圈 , 这 个 圈 包 含 这 些 长 方 体 中 第 三 、 
第 四 以 及 第 五 个 最 小 的 长 方 体 . Leech 找到 89 个 满足 «105 的 
fs. 

对 固定 的 o, /8, ,在 曲线 

Ca? — BDu(? - 1) = 2a fiv Cu? +1) 

上 有 (M) 的 与 一 个 寻常 点 对 应 的 非 平凡 的 解 , 它 生成 无 穷 多 个 解 . 
在 该 点 的 切线 生成 一 个 特别 有 意思 的 图 . 

(M) 很 像 (D) ,但 是 不 像 (1), 它 并 非 对 所 有 的 比值 a/B 都 有 
非 平凡 的 解 .例如 ,对 a/B=2 2X 3 就 没有 ,从 而 再 次 没有 边 长 的 
比 为 3:4 的 长 方 体 . 这 里 没有 “导出 长方体 . 

对 于 积 和 商都 是 平方 数 的 比值 ( p? — 42) 2 pa ,两 个 另外 的 参 
数 形式 是 

p=2m+n, r=m+t2n, gqg=s= mn. 

两 两 的 和 均 为 平方 数 的 4 个 平方 数 .(C) 的 一 个 解 给 出 3 个 
这 样 的 平方 数 . 它 可 以 被 描述 成 一 个 图 的 三 阶 顶点 (vertex) ,把 它 
连接 到 结 点 (node) 的 三 条 边 代表 有 理 三 角形 的 生成 元 对 . 如果 这 
样 一 对 生成 元 在 一 个 解 中 出 现 了 , 它 就 会 在 无 穷 多 个 解 中 出 现 , 故 
一 个 结 点 的 阶 是 无 限 的 . 我 们 要 寻找 一 个 与 四 面体 Ka 同 胚 的 子 
图 ,其 顶点 给 出 (C) 的 四 个 解 , 且 它 的 边 包 含 与 (C) 的 解 对 同样 的 
生成 元 对 所 对 应 的 结 点 . 列 出 解 来 ,表明 没有 这 样 的 子 图 . 的 确 ， 
甚至 没有 一 条 封 闲 的 回路 ! 直到 遇 到 一 条 回路 ,我 们 才 需 要 把 数 
对 a,b Matb 加 以 区 分 . 

因此 不 知道 有 没有 4 个 这 样 的 平方 数 的 例子 . 两 两 相 加 有 5 
个 平方 和 的 4 个 平方 数 的 构造 并 不 复杂 . 

A. R. Thatcher 把 该 问题 与 方程 y= 一 T8335z4 一 25 联系 
了 起 来 . 仅 有 的 整数 解 是 ( 土 1, +3) ,但 是 可 能 还 有 有 限 多 个 其 他 
的 有 理解 . 即使 没有 ,这 并 不 排除 原来 的 问题 有 解 . 

差 为 平方 数 的 4 个 平方 数 . 与 上 面 (C) 的 延 拓 类 似 , 这 个 问题 
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是 对 (M) 的 延 拓 . 一 个 顶点 现在 是 五 阶 的 ,如 果 它 与 一 个 有 5 个 
结 点 或 生成 元 对 的 圈 相 连接 . 重要 的 是 边 的 循环 次 序 ,而 不 是 旋 
转 的 指向 .(M) 的 一 个 解 对 应 于 三 条 顺序 相连 的 边 ,这 里 我 们 必 
WGE a, Mat 8 区 分 开 来 :在 图 11 中 相应 的 结 点 用 双 线 连接 起 
来 . 这 种 结 点 又 是 无 穷 阶 的 . 所 要 求 的 这 种 类 型 的 四 个 平方 数 将 
对 应 于 和 Ks 同 胚 的 一 个 子 图 , 它 有 6 个 顶点 和 15 个 结 点 ,每 条 
边 上 有 一 个 结 点 . 到 目前 为 止 找到 的 仅 有 的 圈 标 在 图 11 中 , 它 不 
是 用 作 这 个 子 图 的 一 部 分 . 虽然 不 像 有 解 ,但 是 也 不 像 有 任何 否 
定 解 的 存在 性 的 同 余 条 件 . 
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1 
图 11 5 个 生成 元 对 的 3 个 图 


尽管 在 生成 元 对 a. 和 n+ 有 B 之 间 现 在 没有 必然 的 联系 ， 
(MD) 的 包含 这 两 对 生成 元 的 解 确实 出 现 了 . 这 样 一 个 解 引导 到 4 
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个 平方 数 的 序列 ,该 序列 中 两 个 或 3 个 相连 的 项 之 和 全 都 是 平方 
数 . 这 样 一 个 序列 能 有 多 长 ? 对 多 于 4 的 情形 ,我们 需要 (M) 的 
解 的 一 个 5- 圈 的 序列 ,每 一 个 都 包含 相 邻 的 生成 元 对 a, pia, p, 
这 里 a=B,a+8B 的 每 一 对 都 属于 相 邻 的 圈 . Leech 找到 了 序列 
(56,31)(17,6);(23,11)(23,7);(15,8)(26,7); 
(33,19)(77,19); (48,29) (35,4); (39,31) (13,9), 

x 23,117 1756 等 等 , 它 给 出 八 个 这 样 的 平方 数 的 序列 . — 
完全 长 方 体 的 边 的 平方 将 会 构成 一 个 无 穷 (循环 的 ) 序 列 . 差 全 是 
平方 数 的 四 个 非 零 平方 数 将 引导 出 一 个 序列 , 它 每 隔 三 项 的 比值 
为 常数 :整数 比 将 给 出 一 个 无 穷 序列 . Leech 后 来 又 给 出 一 个 “两 
端 都 惊人 地 小 的 "更 长 的 序列 

(14,1)(224,37);(261,187)(155,132);(287,23)(23,7); 
(15,8)(26,7);(33,19)(77,19);(48,29)(35,4);(39,31)(13,9) 
他 问 :“ 它 们 是 否 真 的 结束 了 ?”” 他 没有 给 出 下 述 结论 的 证 明 : 当 (a 
*b.a 一 6b) 不 出 现时 , 数 对 (a ,5) 不 能 出 现 . 他 还 有 一 些 其 他 的 有 
同样 长 度 的 序列 ,但 到 目前 为 止 没有 更 长 的 了 . Randall Rathbun 
未 能 在 (14,1) 之 前 以 及 (13,9) 之 后 加 长 这 一 序列 ,不 过 他 通过 在 
(56,31) 的 前 面 添上 (26767,2185)(87,25) 或 (940,693)(87,25) 而 
将 原来 的 序列 扩充 成 七 项 . 

完全 有 理 长 方 体 . 在 问题 1,2,3 的 已 知 的 数值 解 中 ,还 没有 
解 能 给 出 一 个 完全 长 方 体 ,许多 参数 解 ( 例 如 (G)) 能 证 明 得 不 到 
完全 长 方 体 . Spohn 用 Pocklington 的 工作 证 明了 (F) 的 两 个 互 为 
导出 长 方 体 中 有 一 个 不 是 完全 的 ,而 E. Z. Chein 和 Jean La- 
grange 都 证 明了 :导出 长 方 体 绝 不 是 完全 的 . 另 一 方面 ,没有 已 知 
的 参数 解 是 完全 的 ,所 以 仅 由 此 不 能 证 明 完全 长 方 体 的 不 可 能 性 . 
上 一 节 问 题 的 一 个 解 不 一 定 给 出 完全 长 方 体 . Korec 证 明了 :完全 
有 理 长 方 体 的 最 小 的 边 必 须 超过 105. 深入 的 搜索 (主要 是 由 
Randall Rathbun 和 Torbjorn Granlund 做 的 ) 指 出 :完全 有 理 长 方 
体 的 所 有 的 边 必 须 都 大 于 333750000. 在 搜索 中 ,存储 在 未 发 表 的 
数学 表 中 的 结果 , 即 那 3 个 问题 的 6800 + 6380 + 6749 个 解 被 找到 
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T. 最 近 Korec 证 明了 :( 完 全 长 方 体 的 ) 最 大 的 边 大 于 10°. Leech 
加 强 了 Horst Bergmann 的 一 个 结果 ,由 此 证 明了 (完全 长 方 体 的 ) 
34 面 对 角 线 和 体 对 角 线 的 乘积 必须 被 
28x35x $x7x11x13x 17 x 19 x 29 x 37 

整除 . 

未 解决 的 问题 .(M) 的 解 有 3 个 圈 ( 它 的 图 如 图 12 所 示 ) 存 
在 吗 ? 这 里 我 们 采用 John Leech 的 写法 : 当 其 中 同一 对 生成 元 属 
于 两 个 图 时 (如 图 11 中 的 14 和 3 这 一 对 一 样 ) ,就 把 边 的 比值 写 


成 分 数 ,例如 2 ;而 在 同一 对 生成 元 属于 同一 个 圈 \ 它 们 的 和 与 关 
属于 另 一 个 图 的 情形 (如 图 11 中 的 15,8 以 及 23,7) ,就 把 它 写 成 
一 个 比 ,例如 zz: z3. 


n 
s 
Taz Y Taz 
zır? Z371 


T2 : T3 


ya ys 
22 zs 


ziz 
T273 


图 12 (M) 的 解 有 像 这 样 的 3 个 项 吗 ? 
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是 否 存在 比值 (p? - P)299q,(7° + 2) 2s, ENWRSH 

都 有 (zz - 0?) 2mn 的 形式 吗 ? 
(a?c? — 67d?) (a? d? — bc?) = (aw? - cg? y 

有 非 平 凡 的 解 吗 ? 这 样 一 个 解 将 产生 出 一 个 完全 长 方 体 . (MD) 的 
解 有 一 个 适合 

ay/By = (p?- @)2pq, a/p = (r? + 5?) Ars 
的 5- FANS? 如 果 (C) 的 解 作成 的 图 中 有 回路 出 现 的 话 , 它 会 是 什 
么 样 的 回路 呢 ? 在 (M) 的 解 作成 的 图 中 会 出 现 什 么 样 的 回路 ? 
(D) 的 解 中 有 不 同 于 (K) 的 圈 存 在 吗 ? 问题 1 中 长 方 体 的 边 的 比 
值 除 了 不 能 是 3/4 以 外 ,还 有 什么 样 的 边 的 比值 不 能 出 现 ? 在 问 
题 3 中 呢 ? 存在 所 有 的 边 、 所 有 的 面 对 角 线 及 体 对 角 线 都 是 有 理 
数 的 平行 六 面体 吗 ? Rathbun 发 现 了 41 对 本 原 的 长 方 体 ,其 中 一 
个 长 方 体 的 两 条 边 等 于 另 一 个 长 方 体 的 两 条 边 . 它们 中 的 21 个 
是 问题 1 的 解 对 ,其 体 对 角 线 是 无 理 数 ;13 个 是 问题 2 的 解 对 ;3 
个 是 问题 3 的 解 对 , 它 有 一 条 面 对 角 线 是 无 理 数 . 有 3 个 是 问题 1 
和 3 的 解 ,而 最 后 一 个 则 是 问题 1 和 2 的 解 . 
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D19. 与 正方 形 顶 点 的 距离 为 有 理 数 的 点 


存在 一 个 点 , 它 与 单位 正方 形 顶 点 的 距离 为 有 理 数 吗 ?早先 
人 们 认为 ,可 能 不 存在 任何 有 这 样 3 个 有 理 距 离 的 点 的 非 平 凡 的 
例子 ( 即 点 不 在 正方 形 的 边 上 的 例子 ) ,但 是 John Conway 和 Mike 
Guy 发 现 了 

(2 + b? - a2)? + (s2 + b? - y = Quy 

的 无 穷 多 个 整数 解 ,这 里 a Lo. c 是 一 点 与 边 长 为 * 的 正方 形 的 3 
个 顶点 的 距离 . 这 些 解 之 间 的 关系 画 在 图 13 上 . 

为 使 第 四 个 距离 a 是 一 个 整数 ,我 们 还 需要 a? + c = 如 十 
d^. 在 3 个 距离 的 问题 中 ,s ,a ,b,c 中 的 一 个 可 被 3 整除 ,一 个 可 
被 4 整除 ,一 个 可 被 5 整除 . 在 4 个 距离 的 问题 中 ,s 是 4 的 倍数 ， 
a,b,c,d 是 奇数 (假设 没有 公 因 子 ). MR s 不 是 3(5) 的 倍数 ， 
那么 a,6,c,d 中 有 两 个 可 以 被 3(5) 整 除 . 
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5 
o 一 /一 C 
图 13 三 距离 问题 的 解 及 其 逆 问 题 


如 果 此 问题 推广 到 有 理 长 方形 ,那么 仍 要 求 有 a? +c? = 6? + 
d?. 这 是 Martin Gardner 难题 (Mathematical Games, Sci. Amer. 
210 #6(June 1964),Problem 2,p. 116) 的 基础 . 也 见 下 面 Dodge 
论文 中 的 文献 . 一 个 有 关 正 方形 的 类 似 的 问题 (有 一 条 无 理 边 和 
一 个 无 理 距离 ) 出 现在 Dudeney 的 Canterbury Puzzles 一 书 中 ( 见 
BH No. 66,pp. 107—109,212— 213). Gardner 给 出 一 份 Leslie 
J. Upton fl J. A. H. Hunter 之 间 的 通信 的 复印 件 . Hunter 在 
1967 年 3 月 21 日 的 信 中 对 在 算术 级 数 中 的 3 个 距离 的 问题 给 出 
无 穷 多 个 解 :a = m! -2mn +2722,0 = m * 2n?,c - m? *2mn + 
2n? WR s?=2m?(m?+4n?). 3X8, WMR m —2(u? + 2uv - v?), 
n-u^-2uv- v^, s 就 是 一 个 整数 . 例如 ,与 一 个 边 长 为 140 的 
正方 形 的 3 个 相连 的 项 点 有 一 个 距离 分 别 为 85,99 和 113 的 点 . 
可 以 证 明 : 在 这 种 解 中 ,第 四 个 距离 绝 不 可 能 是 有 理 数 . 

John Leech 找到 了 在 平面 上 秽 密 的 满足 三 距离 问题 的 点 . 它 
们 包括 Conway-Guy 的 解 , 以 及 Hunter 的 解 ( 在 图 13 的 意义 下 ) 
KHW”. 但 是 还 有 其 他 的 解 ,在 某 种 意义 上 我 们 知道 它们 的 “全 
部 ” 考虑 更 一 般 的 把 一 个 有 理 正方 形 分 割 成 有 理 三 角形 的 问题 . 
已 知 至 少 要 4 个 三 角形 ,上 且 愉 有 4 个 可 供 选 择 的 安排 :5- 构 形 ， 
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Kk FE v HUE, X- 构 形 . 头 两 个 已 经 弄 清楚 是 “对 偶 的 ”, 其 解 由 
一 族 无 限 条 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 给 出 . 前 面 几 百 个 由 Bremner 和 
Guy 作 了 研究 ,他 们 也 类 似 地 处 理 了 VETE. 然而 x- 构 形 , 即 “ 四 
距离 "问题 , 仍 是 一 个 坚硬 得 令 人 惊讶 ,无 法 打开 的 坚果 . 

对 应 于 与 一 个 边 长 为 + 的 等 边 三 角形 的 项 点 有 整数 距离 a， 
b,c 这 一 问题 有 无 穷 多 个 解 . 在 每 个 解 中 ,a ,b,c,t 中 有 一 个 能 
被 3 整除 ,一 个 能 被 5 整除 ,一 个 能 被 7 整除 ,一 个 能 被 8 整除 . 
John Leech 对 下 述 结论 寄 给 我 们 一 份 精巧 的 初等 证 明 :与 任 一 个 
有 有 理 边 长 的 三 角形 的 顶点 相距 有 理 距 离 的 点 在 该 三 角形 所 在 平 
面 上 是 稠密 的 . 这 一 结果 早先 曾 由 Almering 证 明 过 , 见 问题 D21 
的 文献 . Arnfried Kemnitz 注意 到 :a = m? + n?, b,c =m?’ + mn + 
n VE m-2(u? - v), n =u? +4uvt v? Bit t=8(u? - v?) 
(u? + wo * wv?) 和 无 穷 多 个 解 ,这 些 解 中 既 没有 点 在 三 角形 的 边 
上 ,也 没有 点 在 该 三 角形 的 外 接 贺 上. 计算 机 搜索 指出 (57,65， 
73,112) 是 其 中 最 小 的 解 . 

Thomas Berry 把 最 后 列 出 的 方程 写成 

2(s4+ bt) +.a4 + ct = 2(s? E?) (a? + c?). 
他 还 注意 到 ,这 一 方程 和 与 等 边 三 角形 对 应 的 方程 
tf + att b+ ch = ta? + D + te? + Bc? + 2a? + ab? 

这 两 者 都 表示 Kummer 曲面 (Kummer surface), 即 恰 有 16 个 奇 点 
的 四 次 曲面. 它们 不 是 同 构 的 ,但 有 同样 的 特殊 类 型 , 称 为 四 面体 
(tetrahedroid) . 

我 们 有 如 下 的 推论 : 

* Kummer 曲面 不 是 有 理 的 :在 “不 存在 能 给 出 所 有 整数 解 
(有 理解 ) 的 多 项 式 ( 有 理 函 数 )” 这 一 意义 上 说 ,这 两 个 问题 都 没有 
一 般 的 参数 解 . 

。 单 参数 的 解 族 对 应 于 曲面 上 可 以 参数 化 的 曲线 . 例如 ,在 
等 边 三 角形 问题 中 ,16 条 二 次 曲线 (它们 在 Kummer 曲面 上 总 是 
存在 的 ) 给 出 在 三 角形 边 上 以 及 其 外 接 圆周 上 的 点 . 由 Arnfried 
Kemnitz 给 出 的 解 对 应 于 平面 截 线 b+ c=2a . 
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。 被 Bremner 和 Guy 用 来 寻找 6-4 构 形 的 椭圆 曲线 在 前 面 
的 曲面 上 作成 一 个 曲线 束 ,由 于 这 两 个 曲面 都 是 四 面体 ,在 “等 边 
三 角形 ”曲面 上 可 能 有 一 个 椭圆 曲线 束 , 它 允 许 类 似 的 处 理 方法 . 

Berry 推广 了 Almering 的 结果 ,他 证 明了 :如 果 一 个 三 角形 诸 
边 上 的 正方 形 都 是 有 理 的 , 且 此 三 角形 至 少 有 一 边 是 有 理 的 ,那么 
与 所 有 三 个 顶点 相距 有 理 距离 的 点 的 集合 在 该 三 角形 所 在 平面 上 
是 稠密 的 . 

Jerry Bergum [A]: 对 什么 样 的 整数 n, 存在 正 整 数 zx, y， 
rdc 是 偶数 ,使 rz2+ 交 = 和 2 和 <z2+(y- nz)2=c2 两 者 均 为 
完全 平方 数 ? 如 果 交 =2m(2m2+1), 那 么 =4m(4m2+1)，y 
= mz+1 是 一 个 解 . WR n= +1,42,44, +11, + pGXH p 
—3 mod 4, H. p?+4 是 一 个 素数 ,例如 土 3, € 7) ,那么 它 就 没有 
fft. Bergum 得 到 若干 个 无 穷 族 的 n 的 值 ,对 于 这 些 ”的 值 问题 
HR, PIM n =822 +42 * 2(220). XE n7 £5, £6, £8, £9, 
14, 土 19 ,问题 有 解 . 如 果 n = 8, 则 使 y EMD a= 
2996760— 2? -3* 5 + 13 * 17* 113; MH n = 19, 最 小 的 z 是 
2410442371920. 从 图 15(b) 可 以 看 出 =5, x =120, y=391 是 一 
个 解 . 这 个 问题 和 原来 的 问题 的 联系 是 :(z,y) 是 与 原点 O 以 及 
一 个 边 长 为 *= nx 的 正方 形 的 一 个 相 邻 的 顶点 距离 为 b 和 < 的 点 
P 的 坐标 ,其 中 ”是 一 个 整数 . 

Ron Evans 注意 到 该 问题 可 如 下 陈述 :在 整数 边 长 的 三 角形 
中 ,什么 样 的 整数 ”能 作为 底 与 高 的 比值 出 现 ? 的 符号 取 正 还 
是 取 负 ,要 看 该 三 角形 是 锐角 还 是 钝 角 三 角形 而 定 (例如 n= 
-29,z=120,y=119 是 一 个 解 ). 他 还 问 到 与 之 对 偶 的 问题 : 求 
出 底 能 整除 高 的 一 切 整数 边 长 的 三 角形 . 这 里 高 与 底 的 比值 1 和 
2 不 可 能 出 现 ,但 是 3 可 以 (例如 : 底 为 4; 边 长 为 13,15; 高 为 12). 
如 果 一 个 比值 能 出 现 ,是 否 存在 无 穷 多 个 有 此 比值 的 本 原 三 角形 
We? K. R. S. Sastry 给 出 三 角形 (3389,21029,24360) 和 (26921， 
42041,68880) ,在 每 一 个 三 角形 中 , 底 与 高 的 比值 都 是 42 ,而 (25， 
26,3) 和 (17,113,120) 有 比值 1/8 和 8( 在 每 种 情形 ,三 数组 的 第 
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三 个 数 都 是 该 三 角形 的 底 ). 
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63-70. 
D20. 相距 有 理 数 的 6 个 点 


本 书 第 一 版 曾 问 道 ;" 平 面 上 是 否 存在 6 个 点 ,其 中 没有 三 点 
共 线 ,也 没有 四 点 共 圆 , 且 它 们 相互 间 的 距离 都 是 有 理 数 ?”Leech 
指出 :这 样 的 构 形 可 以 通过 将 6 个 边 长 和 中 线 均 为 有 理 数 的 同样 
的 三 角形 装配 起 来 而 得 到 . Euler 研究 过 这 样 的 三 角形 ( 见 D21) : 
最 简单 的 边 长 为 68,85,87, 而 中 线 各 是 158,131,127 的 一 半 ( 图 


+ 235 + 


14(a)). Harborth 和 Kemnitz 证 明了 :这 个 三 角形 导出 相互 距离 
为 整数 无 三 点 共 线 、 无 四 点 共 圆 的 6 个 点 的 最 小 构 形 . 关于 一 个 
同心 圆 作 反 演 ,可 得 到 一 个 相关 的 构 形 ;此 时 它 的 6 个 三 角形 相 
似 , 但 不 再 全 等 . 是 否 任 何 一 个 这 样 的 构 形 都 可 以 延 拓 ? 是 否 有 
多 于 6 个 这 样 的 点 的 集合 ” Kemnitz 展示 了 一 个 有 整数 距离 (其 
中 有 13 个 距离 是 不 同 的 ,最 大 的 一 个 距离 是 319( 图 14(b))) 的 6 
个 点 的 不 对 称 的 集合 . 


图 14(a) 一 个 有 有 理 中 线 、 关 于 形 心 
对 称 的 三 角形 


图 14(b) 有 整数 距离 (其 中 13 个 距离 是 
不 同 的 ) 的 6 个 点 


有 两 个 相反 的 极端 的 猜想 : (a) 存 在 一 个 固定 的 数 c ,使 得 平 
面 上 任何 n 个 相互 距离 是 有 理 数 的 点 都 包含 至 少 n 一 c 个 共 线 或 
共 圆 的 点 ;(b) (属于 Besicovitch, 但 是 在 1959 年 他 对 此 又 表示 了 
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相反 的 意见 ) 任 何 多 边 形 都 可 以 用 边 长 和 对 角 线 均 为 有 理 数 的 多 
边 形 来 任意 精确 地 加 以 逼近 . 如 果 (a) 成 立 ,c 的 最 大 值 是 什么 ? 
如 果 我 们 有 一 个 无 穷 点 列 |z;| ,其 中 所 有 点 之 间 的 距离 都 是 
有 理 数 ,我 们 能 刻画 它 的 极限 点 的 集合 吗 ? Euler 已 知 它们 在 圆周 
上 可 以 是 稠密 的 . 如 果 该 点 列 在 平面 上 稠密 ,Ulam 猜想 不 可 能 所 
有 的 距离 都 是 有 理 数 . 它 是 否 包含 一 个 稠密 的 子 序列 ,其 所 有 上 距 
离 都 是 无 理 数 呢 ? 
我 们 可 以 选取 一 条 直线 和 位 于 一 条 垂直 直线 上 、 离 开 它 单位 
长 距离 的 两 个 点 ;在 第 一 条 直线 上 离 交 点 的 距离 形 如 (uw? — v?)/ 
2uv 的 点 构成 一 个 无 穷 点 集 ,其 中 所 有 两 点 间 的 距离 均 为 有 理 数 . 
关于 一 个 圆心 在 直线 外 的 一 点 的 圆 作 反 演 ,我 们 得 到 圆周 上 一 个 
稠密 点 集 及 其 圆心 , 它们 两 两 的 距离 都 是 有 理 数 . 这 就 对 圆 内 接 
多 边 形 证 明了 猜想 (b). Peeples( 他 提 到 Huff) 将 这 推广 到 一 条 直 
线 , 在 它 的 一 条 垂直 线 上 有 4 个 点 与 该 直线 的 距离 分 别 为 +p， 
tq. WR q/p 可 以 表 为 两 个 不 同 的 形 如 (ww? — v?) 2Quv 的 比值 
的 乘积 ,那么 它 就 有 无 穷 多 种 这 样 的 表示 , 且 在 第 一 条 直线 上 就 有 
无 穷 多 个 点 ,这 些 点 两 两 的 距离 以 及 它们 和 那 4 个 直线 外 的 点 之 
间 的 距离 都 是 有 理 数 . 于 是 猜想 (a) 中 c 至 少 是 4. 关于 一 个 圆心 
在 直线 外 的 那 4 个 点 中 的 一 点 的 圆 作 反 演 ,我 们 得 到 在 一 个 圆周 
上 稠密 的 点 集 , 加 上 它 的 圆心 以 及 一 对 关于 该 圆 对 称 的 点 ,所 有 这 
些 点 之 间 都 有 有 理 距离 、 于 是 对 猜想 (a) 中 的 圆 来 说 ,常数 c 至 少 
是 3. 它们 是 c 对 无 穷 多 个 集合 的 最 大 值 吗 ? 
什么 样 的 有 限 集会 超过 c 的 这 些 值 呢 ? Leech 给 出 无 穷 多 族 
9 个 点 的 集合 ,其 中 没有 多 于 4 点 共 线 或 共 圆 ,从 而 对 这 些 集合 有 
c=5. 它们 基于 联 立 不 定 方程 
2 中 y = LB. 
x? + z? = oO, 
z2+(y+z)2 = 
z? + (y = z} T 口 
的 解 ;最 简单 有 z=120, y=209,z=182( 图 15(b)). 
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(a) (b) 


图 15 Leech 所 作 的 有 有 理 距 离 的 点 的 构 形 


Lagrange 和 Leech 给 出 了 无 穷 族 由 整数 a1,a2,a3 和 bi, be, 
bs 组 成 的 三 数组 对 ,使 9 个 和 a? + 52 都 是 平方 数 . 这 些 引 导出 在 
两 条 互相 垂直 的 直线 上 的 13 个 点 的 集合 ,其 中 包括 它们 的 交点 、 
在 一 条 直线 上 的 点 (十 ai ,0) 和 在 另 一 条 直线 上 的 点 (0, 土 方 ), 每 
两 点 之 间 的 距离 皆 为 有 理 数 , 且 无 多 于 7 点 共 线 或 多 于 4 点 共 圆 ， 
从 而 对 这 些 集合 有 c=6. 最 简单 的 例子 有 ai =952,1800,3536 以 
及 b, =960,1785,6630. 他 们 还 找到 一 个 其 中 的 三 数组 可 以 推广 
成 四 数组 的 例子 , 它 有 

a; =9282000, 26822600, 60386040, 
6; =7422030, 8947575, 22276800, 44142336, 

但 这 些 仍然 只 能 给 出 c = 6. Leech 后 来 又 找到 3 个 进一步 的 例 
T. 能 找到 一 对 四 数组 ,使 所 有 16 个 和 a? + b? 都 是 平方 数 吗 ? 
如 果 行 的 话 ,我 们 就 可 以 得 到 一 个 有 17 个 点 且 相 互 有 整数 距离 的 
集合 ,使 c=8. 

Noll 和 Bell 寻找 无 三 点 共 线 无 四 点 共 圆 的 构 形 ,不 过 他 们 只 
用 格 点 . 他 们 把 这 样 的 构 形 称 为 N- 群 集 (N-clusters). 他 们 与 
William Kalsow 和 Bryan Rosenberg 独立 地 发 现 了 6- 群集 (0,0)， 
(132, - 720), (546, — 272), (960, — 720), (1155, 540), (546, 
1120). 他 们 定义 一 个 N- 群 集 的 广 延 (extent) 是 圆心 在 其 中 一 个 
点 且 包 含 所 有 这 些 点 的 最 小 的 圆 的 半径 .他 们 找到 了 91 个 广 延 
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ANF 20937 的 不 等 价 的 素 6- 群 集 , 但 没有 找到 7- 群 集 . 
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D21. 有 整数 边 长 ,整数 中 线 长 和 整数 面积 的 三 角形 


存在 有 整数 边 长 整数 中 线 长 和 整数 面积 的 三 角形 吗 ? 文献 

中 有 关于 不 可 能 性 的 不 正确 的 “证 明 ” ,但 该 问题 依然 未 得 到 解决 . 
对 于 那些 自 记 为 解决 了 此 问题 的 人 来 说 , 找 出 在 Schubert 和 
Eggleston 的 讨论 中 的 错误 (参考 下 面 ) ,或 许 是 颇 有 教 益 的 . 有 一 
个 时 候 人 们 曾经 怀疑 在 一 个 Heron 三 角形 ( 指 边 长 和 面积 均 为 整 
数 的 三 角形 一 一 译 者 注 ) 中 甚至 不 可 能 有 两 条 有 理 中 线 ,但 是 
Randall L. Rathbun, Arnfried Kemnitz 和 R. H. Buchholz 的 发 现 
表明 :它们 能 存在 . 最 近 , Rathbun 发 现 了 无 穷 多 个 这 种 三 角形 ， 
因而 看 起 来 猜想 有 无 穷 多 个 无 穷 族 存在 是 合理 的 ,但 这 与 有 三 条 
有 理 中 线 的 三 角形 的 存在 性 及 不 可 能 性 问题 一 样 ,仍然 未 获得 证 
明 .如果 我 们 不 要 求 面积 是 有 理 数 ,就 可 以 有 许多 解 . Euler 给 出 
了 一 个 五 次 的 参数 解 

a = 6A* + 203? ~ 18, 

b,c = à Ł At — 6A + 2632 + 9A 9, 
它 的 中 线 为 


- 235 + 2025 + 54a, 
X A) + 3a4 + 2623 — 183? + 9A + 27. 

最 近 George Cole 证 明了 :不 计 对 称 性 , 恰 只 有 两 个 五 次 的 参数 解 ， 
即 Euler 的 一 个 解 和 一 个 新 的 参数 解 . 到 目前 为 止 这 些 结果 尚未 
产生 出 有 有 理 面积 的 非 退 化 的 三 角形 . 

由 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 提出 了 一 大 堆 问 题 . Eckert 问 :是 否 有 
两 个 不 同 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 ,它们 边 长 的 乘积 相等 ? 即 

yr — y*) = zw(z* - w*) 

是 否 有 非 零 整数 解 ?Prothro 问 : 是 否 可 能 一 个 乘积 是 另 一 个 的 两 
倍 ? 更 一 般 地 ,Leech 问 :两 个 这 样 的 乘积 的 比值 能 是 怎样 小 的 整 
数 ? 当 z,y=z 土 也 时 ,平凡 地 有 xy(i*-y*)-8zw(z!- w^). 
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既然 每 个 乘积 都 能 被 3.4.5 整除 ,从 13 SIZ E 


6 _ &+24-143- 145 
135 + 352 . 377 

它们 是 最 小 的 吗 ? 

他 还 注意 到 : 令 xz ,y= z+ 多, 则 一 个 乘积 是 另 一 个 的 8 售 . 

有 多 少 个 本 原 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 能 有 同样 的 面积 ?Charles 
L. Shedd 在 1945 年 发 现 了 一 组 3 个 这 样 的 三 角形 ,它们 的 生成 
元 分 别 是 (77,38)，(78,55) 和 (138,5). 1986 年 Rathbun 又 找到 
三 组 这 样 的 三 角形 组 ， 

(1610,869) ,(2002, 1817) , (2622, 143); 
(2035 ,266) , (3306,61), (3422,55); 
(2201 , 1166) , (2438 ,2035) , (3565, 198) 

第 五 组 三 角形 (7238,2465) , (9077, 1122), (10434, 731) ÈE BE 
下 来 的 那些 日 子 里 由 Dan Hoey 和 Rathbun 相互 独立 地 发 现 的 . 
有 无 穷 多 个 这 样 的 三 数组 吗 ? 有 四 个 三 角形 一 组 的 吗 ? 

Sastry 要 求 这 样 的 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 : 它 的 两 直角 边 长 是 一 
个 平方 数 和 一 个 三 角 数 ,而 斜 边 长 则 是 一 个 五 角形 数 方 n(3 - 
1). 除了 (3,4,5) 和 (105,100,145) 以 外 ,是 否 还 有 任何 非 平凡 的 
例子 呢 ? 如 果 人 允许 取 负 秩 的 五 角形 数 十 n(3n +1), 这 会 对 问题 的 
解 有 帮助 吗 ? 

由 于 对 解 有 理 盒子 的 问题 感到 失望 (D18), 有 些 人 研究 了 其 
他 有 整数 距离 的 多 面体 . 例如 ,有 7 个 拓扑 上 不 同 的 凸 六 面体 , 它 
的 有 整数 距离 的 例子 由 Harborth 和 Kemnitz( 见 D20) 以 及 由 Pe- 
terson 和 Jordan 所 发 现 . Sastry 要 求 有 理 盒子 问题 的 解 , 但 在 问题 
中 用 三 角 数 代替 了 平方 数 . Charles Ashbacher 给 出 三 角 数 66, 
105 ,105 ,它们 两 两 的 和 以 及 全 部 的 和 都 是 三 角 数 . 
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1-16. 
D2. 具有 有 理 容 度 的 单纯 形 


存在 任何 维 数 的 单纯 形 , 它 所 有 的 容 度 (长 度 面积 \ 体 积 \ 超 
体积 ) 都 是 有 理 数 吗 ? 在 2 维 的 情形 ,答案 是 肯定 的 :存在 无 穷 多 
个 Heron 三 角形 (Heron triangle), 它们 有 有 理 边 长 和 有 理 面积 . 
一 个 例子 是 边 长 13,14,15 的 三 角形 , 它 有 面积 84. 在 3 维 的 情 
形 ,答案 仍然 是 肯定 的 ,但 是 所 有 的 四 面体 能 用 这 样 的 有 理 四 面体 
XE RGB EIS? 

John Leech 注意 到 :4 个 一 模 一 样 的 锐角 Heron 三 角形 组 装 
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在 一 起 就 构成 这 样 一 个 四 面体 ,只 要 它 的 体积 是 有 理 数 即 可 ,而 做 
到 这 一 点 并 不 困难 . 例如 , 取 三 对 长 度 分 别 为 148,195,203 的 对 
R. 这 是 最 小 的 例子 :他 发 现 后 面 几 个 三 数组 是 
(533,875,888), (1183,1479,1804), 
(2175,2296,2431), (1825,2748,2873), 
(2180,2639,3111), (1887,5215,5512), 
(6409,6625,8484), (8619,10136,11275). 
他 还 提出 查验 Dickson 的 数论 史 一 书 第 二 卷 p. 224 上 的 下 列 参考 
文献 [A17]: 


R. Giintsche, Sitzungsber. Berlin Math. Gesell., 6(1907) 38-53. 

R. Giintsche, Archiv Math. Phys.(3), 11(1907) 371. 

E. Haentzschel, Sitzungsber. Berlin Math. Gesell., 12(1913) 101-108 & 17(1918) 
37-39 (& cf 14(1915) 371). 

O. Schultz, Ueber Tetraeder mit rationalen Masszahlen der Kantenlángen und 
des Volumen, Halle, 1914, 292 pp. 


Dickson 要 求 得 到 最 后 这 篇 文章 的 复印 件 . 他 得 到 了 吗 ? 有 
谁 知道 它 的 复印 件 ? 其 所 有 者 愿意 将 它 捐赠 还 是 出 售 给 Strens 收 
藏 馆 (Strens 收藏 馆 是 位 于 Calgary 大 学 内 的 一 个 数学 书 收藏 
馆 一 一 译 者 注 ) 呢 ? 
Leech 也 注意 到 ,根据 D18 中 问题 3( 求 一 个 盒子 , 它 除 了 一 条 
面 对 角 线 以 外 ,其 余 距离 篆 为 有 理 数 ) 的 解 , 在 3 维 的 情形 这 个 问 
题 有 肯定 的 管 案 . 这 个 问题 曾经 作为 第 930 个 问题 发 表 在 Crux 
Mathematicorum , 10(1984) #3, p. 89 上 ,由 COPS( 也 许 这 是 
Carleton (Ottawa) Problem Solvers 的 字 头 作成 的 笔名 ) 给 出 的 解 
是 : 
取 一 个 四 面体 , 它 有 三 条 相互 垂直 的 核 
a= rr -r, b= 2pgrs, c= pr 这 q’s?. 
那么 a+b, b? c 是 平方 数 ,上 且 如 果 
pitstagttr', 
WBA a? +b? x cà =(p' + st) (q+ 4) FAR. (John Leech iE 
意 到 除 此 而 外 的 其 他 情形 ,并 给 出 4 个 意外 的 例子 : 
(14 + 24)(24 + 134) = 697°, 
< 243 + 


(1^ + 24)(384 + 434) = 96737, 
(14 + 24)(3144 + 863!) = 12756437, 
(14 + 34)(94 + 4374) = 17292987. 
它们 蕴含 形 如 (24 + 134) (38* + 434) 的 进一步 的 例子 . ) 
这 个 方程 由 Euler 所 解决 . D9 中 提 到 的 解 是 : 
pq =x + xy? 一 2z3y4 士 3z2y5+ xys 
rs 一 zZ6y 土 3z5y2 一 2z4 + ry + y, 
但 这 并 非 在 任何 意义 下 都 是 完全 的 
Buchholz A SUB AS K Br «c 156 的 惟一 的 有 理 四 面体 是 :校长 
117,80,53,52,51,84, 面 的 面积 1800,1890,2016,1170 以 及 体积 
18144. 他 还 证 明了 : 仅 当 a 形 如 44(k+1) 或 2k? -1 时 ,有 有 理 
楼 长 的 正则 维 数 的 单纯 形 就 有 有 理 的 d 维 体积 . 
Dove 和 Sumner 将 “四 面体 的 面 有 有 理 面 积 ” 这 一 条 件 放宽 ， 
他 找到 体积 为 3 的 两 个 四 面体 ,它们 的 对 棱 长 各 为 (32,76) (33, 
70)(35,44) 和 (21,58)(32,76)(47,56). 他 们 问 :是 否 有 无 穷 多 个 
四 面体 ,他 们 都 有 整数 校长 和 同样 的 整数 体积 ? 是 否 有 这 样 的 四 
面体 , 它 的 体积 是 3 的 任何 给 定 的 整数 倍 ? 除了 87 以 外 ,对 从 3 
到 99 他 们 都 找到 了 这 样 的 例子 
Sierpinski 和 Leitmann 提 到 过 一 个 四 面体 , 它 有 一 对 对 楼 是 
896 和 990, 另 外 四 条 棱 都 是 1073, 有 两 个 面 的 面积 是 436800 和 
471240, 而 体积 是 62092800. 


参考 文献 


Ralph Heiner Buchholz, Perfect pyramids, Bull Austral. Math. Soc., 45(1991) 
353-368. 

Kevin L. Dove & John L. Sumner, Tetrahedra with integer edges and integer 
volume, Math. Mag., 65(1992) 104-111. 

K. E. Kalyamanova, Rational tetrahedra (Russian), Izv. Vyssh. Uchebn. 
Zaved. Mat., 1990 73-75; MR 92b:11014. 

W. Lietzmann, Der pythagoreisch Lehrsatz, Leipzig, 1965, p. 91 [not in 1930 
edition]. 

W. Sierpiński, Pythagorean Triangles, New York, 1962, p. 107. 
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D23. 某 些 四 次 方程 


在 许多 未 解决 的 不 定 方程 中 的 又 一 个 方程 是 
(2? -1? - 1) = (2? - 1X, 
尽管 Schinzel 和 Sierpinski 曾 找 到 了 它 所 有 的 适合 «-y=2e 的 
解 . WIL (Cao Zhen-Fu) 证 明了 :对 /<30 的 其 他 值 ,此 方程 满足 
r-y-lz 的 仅 有 的 解 是 |zl = 1y| 或 |z| = 1. EER (Wang Yan 
Bin) 证 明了 :这些 是 适合 x -y= z?+1 的 仅 有 的 解 . 
Kashihara 证 明了 : 
(2? - 1)(y? -1) = (27-1) 
的 所 有 解 可 以 从 平凡 解 (n ,1,1) 和 (1,n ,1) 得 出 . 
对 方程 r? —1= y? (2? - 1), Mignotte WEH T : AUR. z 很 大 , 那 
么 y 的 最 大 素 因 子 小 于 c In In y. 
Ron Graham 注意 到 ,不 定 方程 
2zzx(zz-1)=3(2-1) 和 (22-1)? =2"-7 
中 的 每 一 个 都 有 解 x=0,1,2,3,6 8191. 这 是 否 仅仅 是 强 小 数 法 
则 的 一 个 例子 呢 ? 显然 如 此 ! 在 一 篇 即将 发 表 的 论文 中 ,Stroeker 
和 Weger 发 现 Graham 的 方程 有 一 对 解 (0, € y) UA 5 个 四 元 解 
组 (+z,+y). 他 们 注意 到 :把 Ramanujan-Nagell 方程 的 解 x=0 
Al x= 1 分 开 来 加 以 统计 ,而 “忘掉 了 " 解 z= -1,-2,-5, -90, 
这 是 不 公正 的 . 
Baragar 证 明了 : Katayama 研究 过 的 方程 
zxz(z+1)y(y+1)= z(z+1) 
等 价 于 Markoff 型 方程 ( 见 D12) 
T? +y +z? = 2ryr +5, 


并 且 他 还 计算 了 该 方程 小 于 N 的 解 的 个 数 . 
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Kenji Kashihara, The Diophantine equation z? — 1 = (y? — 1)(z? — 1) (Japanese; 
English summary), Res. Rep. Anan College Tech. No. 26(1990) 119-130; 
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85; MR 91e:11028. 


D24. 和 、 积 相等 的 数组 


对 &>2, 方 程 ciaz…aw=al+az+…+a 有 解 al=2,a?= 
k,az3=a4=" = a, = l. Schinzel HEAT : Xt k =6 XX k -24, ER 
有 其 他 的 解 了 . Misiurewicz 证 明了 :在 上 < 1000 AA, k =2,3,4, 
6,24,114 是 使 得 该 方程 恰 有 惟一 解 的 仅 有 的 & 值 . 

这 个 问题 似乎 首先 是 由 Trost 提出 的 ,他 的 问题 是 要 求 方程 
ayaa, =a, tat t a,7 d 的 有 理解 .对 4=3 它 属于 
Sierpinski; Xf k >3 属于 Schinzel. 在 Amer. Math. Monthly 的 编 
辑 评论 中 将 这 一 结果 推广 到 了 k<10000, fi M. L. Brown Xf k 
给 出 了 必要 且 充 分 条 件 , 并 将 搜索 范围 扩大 到 了 «50000. 


参考 文献 


M. L. Brown, On the diophantine equation Xi = [[X& Math. Comput, 
42(1984) 239-240; MR 85d:11030. 

M. Misiurewicz, Ungelóste Probleme, Elem. Math., 21(1966) 90. 
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ment, Amer. Math. Monthly, 78(1971) 1021-1022. 
E. Trost, Ungelóste Probleme, Nr. 14, Elem. Math., 11(1956) 134-135. 


D25. 包含 ”的 阶乘 的 方程 


n! +1=xzx? 的 仅 有 的 解 是 由 n =4,5 和 7 给 出 的 吗 ? Over- 
holt 将 此 问题 与 Szpiro 的 一 个 猜想 联系 了 起 来 . Erdos 和 Oblath 
处 理 了 方程 n! =x? t P(x ly, p>2). X p=2URH ES 
JEL Leech 在 D2 所 作 的 评论 ;对 取 负 号 的 情形 ,把 n! 分 成 两 个 
偶数 因子 :4! =5?-P=P-57,5! -1?-r-13?-7?-17?- 


13 - 31? ~ 29°. 其 解数 是 二 d(n1 /4). 

Simmons 注意 到 对 (m,n)= (2,3),(3,4),(5,5) 和 (9,6) 有 
n! —(m-1)m(m * 1), ERETZA Hf ifto 更 一 般 地 ,他 
问 道 :是 否 有 n! + zx = zt 的 任何 其 他 的 解 ? 这 是 寻求 用 一 种 非 
平凡 的 方式 将 n! 分 成 上 个 连续 整数 的 乘积 这 一 问题 的 变种 (A 
An+1—j!). 请 与 B23 比较 . 

在 一 封 1993 年 5 H 7 日 写 给 Ron Graham 的 信 中 ,Nobuhisa 
Abe 说 道 :对 k=5, 方 程 z(z +1)…(zx+k)= y: 一 1 有 惟一 解 
(z,y)= (2,71), T3} k =7 R11 ERAM. 

Berend 和 Osgood 证 明了 :如 果 P(z) 是 一 个 次 数 宇 2 的 整 系 
数 多 项 式 , 那 么 使 方程 P(z) = n! 有 整数 解 x 的 那 种 ”的 集合 
之 密度 为 零 . 


参考 文献 


Daniel Berend & Charles F. Osgood, On the equation P(z) = n! and a question 
of Erdés, J. Number Theory, 42(1992) 189-193; MR 93e:11016. 
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Math.(3) 4(1885) 391. 

P. Erdós & R. Obláth, Über diophantische Gleichungen der Form n! = z? + y” 
und n! + m! = z”, Acta Szeged, 8(1937) 241-255. 
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D26. 各 种 类 型 的 Fibonacci 数 


Stark 问 :什么 样 的 Fibonacci 数 ( 见 A3) 是 两 个 立方 数 的 差 或 
和 的 一 半 ? 这 涉及 到 求 所 有 类 数 为 2 的 复 二 次 域 的 问题 . 例子 : 


1=4.(3 +19), 8=5 (2 +25), 13= 5 (3-1). Antoniadis 把 所 


有 这 样 的 域 与 某 种 不 定 方程 的 解 联系 了 起 来 ,并 对 除了 两 个 情形 

以 外 的 所 有 情形 给 出 了 解答 ,这 两 种 情形 后 来 由 Weger 所 解决 . 
Cohn 证 明了 : 仅 有 的 Fibonacci 平方 数 是 0,1 和 144, Luo 

Ming 则 验证 了 Vern Hoggatt 的 猜想 : Fibonacci 数 中 仅 有 的 三 角 


BCE Am Cm + 1) 的 数 ) 是 0,1,3,21 和 55, 后 来 他 又 指出 : 
Lucas 数 中 仅 有 的 三 角 数 是 1,3 和 5778. 
参考 文献 
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D27. 同 余 数 


同 余数 (congruent number) 的 取 名 似乎 有 点 混乱 不 清 ,它们 与 
毕 达 哥 拉 斯 三 角形 有 关 , 且 有 和 悠久 的 历史 . 在 一 千 多 年 前 的 一 份 
阿拉 伯 手 稿 上 就 有 若干 个 同 余数 的 例子 (5,6,14, 表 7 中 CA 条目 
中 的 第 17 个 数 ,以 及 另外 10 个 大 于 1000 的 数 ). 但 是 也 仅仅 是 
最 近 10 年 来 ,由 于 Tunnel 的 工作 ,我 们 才 对 它们 有 了 比较 完全 
的 了 解 . 它们 是 使 
r+t+ay=z 和 -ay =t 

同时 有 整数 解 的 那 种 整数 a. 它 的 魅力 一 部 分 在 于 其 最 小 解 常常 
有 异乎 寻常 的 大 小 . 例如 a = 101 是 一 个 同 余数 , Bastien 给 出 其 
最 小 解 : 

x =2015242462949760001961 , 

y =118171431852779451900, 

z —2339148435306225006961 , 

t = 1628124370727269996961 , 
而 且 不 管 对 计算 技术 和 计算 机 如 何 改 进 ,可 能 还 需要 若干 时 间 才 
能 再 发 现 一 些 更 难 征服 的 同 余数 . HJ. A. H. Hunter, M. R. 
Buckley ffl K. Gallyas 找到 的 另外 一 些 大 的 同 余数 放 在 本 书 第 一 
版 中 . 
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同 余数 等 价 地 定义 为 使 不 定 方程 


xt- ayt = u? 


有 解 的 那 种 a. 


表 7 小 于 1000 的 同 余 数 (C) 和 非 同 余 数 (N) 
第 c 列 和 第 r 行 的 数 是 a= 40c+r 
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Dickson 的 数论 史 一 书 给 出 许多 早期 的 文献 ,包括 Fibonacci 


(Leonardo of Pisa), Genocchi 以 及 Gérardin. Gerardin 给 出 7,22, 


41,69,77, 还 给 出 20 个 阿拉 伯 人 的 例子 和 表 7 中 标 有 CG 的 43 


个 数 . 我 们 只 需要 考虑 无 平方 因子 的 a 就 够 了 ,在 小 于 1000 的 


608 个 这 样 的 数 中 ,361 个 是 同 余数 ,247 个 不 是 同 余数 . 长 期 以 
来 人 们 猜想 :无 平方 因子 数 是 同 余数 ,如 果 它 们 模 8 的 余数 是 5,6 


或 7. 现在 我 们 知道 此 猜想 为 真 (假设 关于 椭圆 有 曲线 的 菜 些 得 到 广 
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泛 认 可 的 猜想 为 真 ). de 7 中 标 有 C5, C7 以 及 C6 的 数 都 是 模 8 
余 5 或 余 7 的 素数 ,或 是 模 8 余 3 的 素数 的 两 倍 . Bastien 注意 到 
下 面 的 数 都 不 是 同 余 数 : 模 8 余 3 的 素数 ,两 个 这 样 的 素数 的 乘 
积 , 模 8 余 5 的 素数 的 两 倍 ,两 个 这 样 的 素数 的 乘积 的 两 倍 , 以 及 
模 16 R O 的 素数 的 两 倍 , 这 些 数 在 表 7 中 分 别 标 以 条 目 N3, N9, 
NX, NL 和 N2. 他 还 给 出 其 他 一 些 非 同 余数 ( 标 有 NB 的 数 , 虽 然 
a=1 属于 Fermat, 还 有 其 他 许多 数 更 早 的 时 候 已 为 比如 说 
Genocchi 所 知晓 ) ,他 说 道 :a 不 是 一 个 同 余数 ,如 果 它 是 模 8 同 余 
于 1 的 素数 , 且 a=b cb ca 的 非 剩余 ( 见 F5), 这 对 于 条 
目标 号 为 NI 的 一 些 数 给 出 了 解释 . 

注意 , 表 中 条 目 上 标 有 1,3,5,7 的 数 用 来 作为 模 8 的 相应 的 


MRE PH RBH. 
条 目 C& Al N& RE Alter, Curtz # Kubota, mi CJ 和 NJ 则 


取 自 Jean Lagrange 的 学 位 论文 . 
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D28. 一 个 倒数 不 定 方程 


Mordell 要 求 


下 eae aces esr 
wor y Z wy 


的 整数 解 . 迄今 已 有 若 于 论文 发 表 ,这 些 论文 给 出 了 参数 解 族 . 
例如 ,Takahiro Nagashima 给 出 了 Mordell 方程 的 解 : 
(Qw,z,y,z) =(5,3,2, - 1),(-7, -3, - 2,1),(31, - 5, ~ 3,2), 
(1366, 215,7, -13),(n +1, - n - 1,1), 
更 一 般 地 有 w= zyz +1, HP 
x =~ 2e) — &h?(n -3) + eh(n -1-2&) +1 
y = 2&h? + eh(n - 3) - e(n - 1) +1, 
z —-2óh? - eh(n - 1) - 1, 
这 里 相互 独立 地 有 e ,9= 1, 但 是 似乎 并 不 能 保证 这 4 个 双 参 数 
族 一 定 给 出 所 有 的 解 . 
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张 明 志 (Zhang Ming-Zhi) 指 出 怎样 得 到 给 定 界限 以 内 的 所 有 
的 解 ,而 Clellie Oursler 和 Judith Longyear 给 出 深入 的 分 析 , 他 们 
每 人 都 给 出 一 个 求 所 有 解 的 程序 . 代替 Mordell 的 n = 4, 
Longyear 的 程序 延 拓 到 了 n (223) NEEM zi 的 方程 > (0172) 


$ Laz) = 0. 
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了 .整数 序列 


这 里 我 们 主要 (但 并 非 全 部 ) 关 心 无 穷 序列 ,这 和 CA 两 章 的 
内 容 会 有 所 重复 . 有 关 这 个 论题 的 一 部 极 好 的 教材 和 问题 来 源 是 
H. Halberstam 和 K. F. Roth 的 书 Sequences (第 二 版 ,Springer- 
Verlag, New York, 1982), 其 他 的 文献 是 : 


P. Erdós, A. Sárkózi & E. Szemerédi, On divisibility properties of sequences 
of integers, in Number Theory, Collog. Math. Soc. János Bolyai, 2, North- 
Holland, 1970, 35-49. 

H. Ostmann, Additive Zahlentheorie 1, II, Springer-Verlag, Heidelberg, 1956. 

Carl Pomerance & András Sárkózi, Combinatorial Number Theory, in R. Gra- 
ham, M. Grótschel & L. Lovász (editors) Handbook of Combinatorics, North- 


Holland, Amsterdam, 1994. 

A. Stóhr, Gelóste und ungelóste Fragen über Basen der natürlichen Zahlenreihe 
I, Hi, J. reine angew. Math., 194(1955) 40-65, 111-140; MR 17, 713. 

Paul Turán (editor), Number Theory and Analysis; a collection of papers in honor 
of Edmund Landau (1877-1938), Plenum Press, New York, 1969, contains 
several papers, by Erdós and others, on sequences of integers. 

我 们 将 用 = fa}, i7 1,2,… 来 表示 一 个 可 能 是 无 穷 的 、 严 
格 增加 的 非 负 整数 序列 . 不 超过 x 的 元 素 a; MPMI A(z). 
所 谓 一 个 序列 的 密度 指 的 是 limA Cc) ^x ,如 果 它 存在 的 话 . 


E1. 所 有 数 都 等 于 某 个 元 素 加 上 一 个 素数 的 薄 序 列 


Erdós 悬赏 50 美元 给 解决 下 述 问题 者 :是 否 存 在 一 个 足够 薄 
的 序列 ,使 A C) € clnz ,但 是 每 个 充分 大 的 整数 都 可 以 表 成 形式 
pta FP p 是 一 个 素数 ? 

对 于 用 平方 数 代替 素数 得 到 的 类 似 的 问题 , Leo Moser 证 明 
了 对 某 个 c>0 有 4(z)>(1+c)Vz, 而 Erd5s 证 明了 存在 一 个 序 
列 使 A(z)< cz. Moser 对 c 给 出 的 最 好 的 值 是 0.06, 这 被 
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Abboett 改 进 为 0.147, # Balasubramanian 和 Soundarajan 改进 为 


0.245, 被 Cilleruelo 改进 为 0.273. 对 r WF, Cilleruelo 得 到 


zl r 


r(2-+)r(1++) 

对 于 用 2 的 寡 来 代 蔡 素数 所 得 到 的 问题 , Ruzsa 得 到 了 与 
Erdos 类 似 的 结果 ,但 是 并 不 知道 是 否 存在 常数 c>0, 使 得 每 个 正 
整数 都 可 以 表 为 形式 a; + 24(aiE 只 的 序列 of BHA A(z) > 
(1+c)logzz? 


A(x) > 
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E2. 每 对 数 的 最 小 公 倍数 都 小 于 z 的 序列 之 密度 


如 果 序 列 的 每 一 对 元 素 的 最 小 公 倍 数 [ai ,oj ] 至 多 为 x ,那么 
A(z) 的 最 大 值 是 什么 ?已 知 有 
(9z)12 < max A(x) S (4x)!2. 
其 下 界 可 以 这 样 得 到 :将 所 有 的 数 从 1 取 到 Vz 及 ,而 将 偶数 取 到 
V27. 
对 给 定 的 z ,我们 能 找到 多 少 个 小 于 z 的 数 ,使 得 其 中 任何 一 


对 数 的 最 大 公 因子 都 小 于 £ W? WME t< n? , 则 这 种 数 的 个 数 


一 x(nn); 而 如 果 z= ni Bol (1+ e). 
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Erdós BEER B(z) 的 界 , 这 里 B(z) 定 义 为 满足 如 下 性 质 的 
最 小 的 数 :[1,z] 的 任何 基数 为 B(z ) 的 子 集 都 包含 三 个 数 ,它们 
两 两 有 同样 的 最 小 公 倍 数 . 可 能 有 B(z) = o(z). 再 次 令 C(x) 
表示 相应 的 最 小 的 基数 ,于 是 总 有 3 个 数 存在 ,它们 两 两 有 同样 的 
最 大 公 因 子 . 毫 无 疑问 有 

eie < Cla) < eatin) ? 

但 是 Erdss 证 明 的 最 好 的 结果 是 C(z)< à. 

给 定 一 个 序列 A ,ai< az<…,Erd5s 和 Szemerédi 用 F(A, 
垃 ,) 来 记 使 得 最 小 公 倍 数 [aittyai+z, ais] <a 成 立 的 i 的 
个 数 ,并 问 下 述 结 论 是 否 为 真 :对 每 个 e>0 都 存在 一 个 A, 使 
F(A, 2, k) <8? 他 们 证 明了 :对 每 个 A AFCA, x,3)< ciz? 
lnz, 且 存在 一 个 A ,对 无穷 多 个 zx 有 F(A,z,3)>czzl3lnz, 但 
他 们 并 不 知道 是 否 有 一 个 A 使 此 式 对 所 有 zz 为 真 . 

Graham, Spencer 和 Witsenhausen [A]; KERHA |n, 2n, 
3n| 的 整数 序列 的 密度 能 有 多 大 ? 

在 Erdós, Sarkózy 和 Szemerédi 的 论文 中 有 此 领域 中 详尽 的 文 
献 目录 和 许多 未 解决 的 问题 也 见 问 题 B24 的 参考 文献 . 
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E3. 有 两 个 大 小 可 比 的 因子 的 整数 序列 之 密度 


“整数 
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6, 12, 15, 18, 20, 24, 28, 30, 35, 36, 40, 

42, 45, 48, 54, 56, 60, 63, 66, 70, 72, = 
(它们 有 两 个 因子 di, d; 适合 d1< di «2d ) 的 密度 为 1" 这 一 结 
论 是 否 为 真 ? Erds 证 明了 它 的 密度 存在 . 它 和 覆盖 同 余 系 (F13) 
有 联系 . 自从 本 书 第 一 版 问世 以 来 ,这 个 问题 已 经 由 Maier 和 
Tenenbaum 给 出 了 肯定 的 回答 . 


参考 文献 
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EA. 无 一 能 整除 其 他 ~ 个 数 之 积 的 序列 


如 果 序 列 a 中 没有 元 素 能 整除 ~ 个 其 他 的 项 的 乘积 , 则 
Erd5s 证 明了 
z(x) + cy" (Ine)? < Alx) € w(x) + err P (Inz), 
这 里 x(z) 是 委 z 的 素数 个 数 . 然而 ,如 果 我 们 假设 任何 个 数 不 多 
于 > 的 那么 多 个 ai 的 乘积 都 是 不 同 的 ,那么 maxA(z) 会 有 多 大 
WE? 对 r>3,Erdös 证 明了 

maxA(x) < x(z) + O(z??'*). 

如 果 -=1, 则 没有 哪 一 项 能 整除 另外 任何 一 项 ,该 序列 称 为 
AK JAY (primitive). 张 振 祥 (Zhang Zhen-Xiang) 证 明了 :对 于 那 种 
每 个 元 素 至 多 有 4 个 素 因子 的 本 原 序列 , 当 n >1 时 有 

a ane = 之 a 

(从 而 小 于 1.64) ,这 里 的 和 分 别 取 过 序列 中 直到 ”的 所 有 元 素 以 
及 直到 的 所 有 素数 . 
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sequences, Proc. Amer. Math. Soc., 117(1993) 891-895. 

Zhang Zhen-Xiang, On a conjecture of Erdós on the sum J”, <,,1/(plogp), J. 
Number Theory, 39(1991) 14-17; MR 92f:11131. 

Zhang Zhen-Xiang, On a problem of Erdós concerning primitive sequences, Math. 
Comput., 60(1993) 827-834; MR 93k:11120. 


ES. 可 被 给 定 集中 至 少 一 个 数 整除 的 数组 成 之 序列 


设 D(z) 是 不 大 于 r 且 可 被 至 少 一 个 ai 整除 的 那 种 数 的 个 
数 ,这 里 aia? X au mn 是 一 个 有 限 序列 . 对 所 有 x >n 有 
D(x)/x «2D(n)/n 吗 ? 这 里 的 数 2 不 能 减 小 :例如 n=2a1 - 
1,z=2ai<a2. 在 其 他 方向 上 已 知 有 :对 每 个 e >0, 存 在 一 个 不 
满足 不 等 式 D(z)/zr>eD(n)/n 的 序列 . 


参考 文献 


A. S. Besicovitch, On the density of certain sequences, Math. Ann., 110(1934) 


335-341. 
P. Erdés, Note on sequences of integers no one of which is divisible by any other, 


J. London Math. Soc., 10(1935) 126-128. 


E6. 每 对 数 之 和 均 不 在 给 定 序列 中 的 数组 成 之 序列 
设 ni< ns 之 … 是 一 个 整数 序列 ,ni41/n:1(i 一 0 时 ), 且 对 
FA d, |n d 一 致 分 布 , 即 对 每 个 c(0<c<d) 和 所 有 a ,满足 
njX<z(n;=cmodd f n; 的 个 数 N(c,diz) 适 合 
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N(c,dsx)/N(1,15x) > 1/d Qi x 9 ff). 
如 果 aliK<az<… 是 一 个 无 穷 序列 ,对 任何 i.kH ajta, n, 


则 Erdös 问 :ai 的 密度 小 于 少 是 否 为 真 ? 
E7. 与 素数 有 关 的 级 数 和 序列 


如 果 p, 是 第 n 个 素数 ,Erd6s 问 >)(- 1)"n/p, BB BA? 
他 注意 到 级 数 了 (一 D" (nnn) /p, RB. 

他 又 问 :给 定 3 个 不 同 的 素数 ,而 a1 < az< a3<… 都 是 这 3 
个 素数 的 短 的 乘积 (按照 增加 的 次 序 排列 ) ,是 否 有 无 穷 多 对 a; 和 
ai+1, 使 它们 都 是 素数 短 呢 ?又 如 果 我 们 用 & 个 素数 甚至 无 穷 多 
个 素数 来 代替 3 个 素数 ,会 得 到 什么 结论 ? Meyer 和 Tijdeman 对 
两 个 有 限 素 数 集 SHAT ARH SUT 所 形成 的 序列 ai<az<as 
<… 问 了 一 个 类 似 的 问题 . 是 否 存 在 无 穷 多 个 i ,使 得 a; 是 S 中 
素数 的 寡 的 乘积 ,而 a;;1 则 是 T PREMERA? 


E8. 任 一 对 数 之 和 均 非 平方 数 的 序列 


Paul Erdés 和 David Silverman 考虑 了 个 整数 1 和 ci< cz< 
aun ,其 中 任意 两 个 数 的 和 ai + a; 都 不 是 平方 数 . &< n 
+e)/3 是 否 为 真 ? 甚至 会 有 k<n/3+ O(1) 吗 ? 模 3 余 1 的 整 
数 表明 ,如 果 这 一 结论 为 真 ,那么 它 是 最 好 可 能 的 . 他 们 建议 在 用 
其 他 的 序列 取代 平方 数 后 再 提出 同样 的 问题 . 

Erdós 和 Graham 在 证 明 过 程 中 在 他 们 的 书 中 又 写 道 :J. P. 
Marsias 发 现 了 ,任何 两 个 模 32 同 余 于 1,5,9,13,14,17,21,25, 
26,29,30 的 整数 之 和 模 32 绝 不 是 一 个 平方 数 ,因此 & 最 小 可 以 
取 到 11n /32. 对 于 该 问题 的 模 的 形式 ,这 是 最 好 可 能 的 结果 了 ， 
因为 Lagarias，Odlyzko 和 Shearer 已 经 证 明了 :如 果 SCZ, H 
S+ S 不 包含 Z , 的 平方 数 ,那么 有 |S|<11n /32. 

n 
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E9. 把 整数 分 划 成 有 大 量 数 对 和 的 类 


K. F. Roth 猜想 存在 绝对 常数 c, 使 对 每 个 &, 存 在 一 个 no 
二 no(k) 具 有 下 述 性 质 :对 n > no, 把 不 超过 n 的 整数 分 划 成 x 个 
3E laf? | AI<jJKk), MARE n 且 对 某 个 j 能 表 为 形式 ai + 
a 的 不 同 整数 的 个 数 大 于 cm. 此 猜想 已 被 Erdis, Sárközy 和 Sós 
证 明 . 

他 们 还 对 用 乘积 代替 和 产生 的 相应 的 问题 进行 了 研究 ,但 其 
中 上 =2 的 问题 仍 未 获得 解决 . 


参考 文献 


P. Erdós & A. Sárkózy, On a conjecture of Roth and some related problems, II, in 
R. A. Mollin (ed.) Number Theory, Proc. 1st Conf. Canad. Number Theory 
Assoc., Banff 1988, de Gruyter, 1990, 125-138. 

P. Erdós, A. Sárkózy & V. T. Sós, On a conjecture of Roth and some related 
problems, 1, Collog. Math. Soc. János Bolyai (1992). 


E10. van der Waerden 定理 ; Szemerédi 定理 ; 
整数 分 类 使 至 少 一 个 类 包含 一 个 算术 级 数 


熟知 的 van der Waerden 定理 说 的 是 :对 每 个 /, 存 在 一 个 数 
n(h 0) ,使 得 如 果 不 超过 n Ch, 7) 的 整数 被 分 划 成 h 个 类 ,那么 
其 中 至 少 有 一 个 类 包含 一 个 有 /+1 个 项 的 算术 级 数 . 更 一 般 地 ， 
给 定 0,L1,…,l-1, 总 存在 一 个 类 VOSSA 一 1), 它 包含 一 个 
有 L+ 项 的 算术 级 数 . 用 W(h D (或 者 更 一 般 地 用 Wh ilo, 
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lun] XRRR n(h ,7). 

Chváal 计算 出 W(2;2,2) 29, W(2;2,3) = 18, W(2;2,4) = 
22,W(2;2,5) =32 UR W(2;2,6) = 46; Beeler 和 O’ Neil 给 出 
W(2;2,7) 258, W(2;2,8) =77 UR W(2;2,9) 97. Chvátal 发 
BLT W(2;3,3) 235 和 W(2;3,4) =55; Beeler #1 O' Neil RMT 
W(2;3,5)=73. Stevens 和 Shantaram 找到 了 W(2;4,4) = 178; 
Chvátal 找到 了 W(3;2,2,2) = 27; 而 Brown 找到 了 W(3;2,2,3) 
=51. Beeler #I O’ Neil 又 发 现 了 W(4;2,2,2,2) =76. 

van der Waerden 定理 的 许多 证 明 都 只 给 出 W(h,7) 的 不 太 


好 的 估计 . Erdos 和 Rado 证 明了 W(h,1) > QD ifi Moser, 
Schmidt 和 Berlekamp 相继 将 它 改 进 为 


Wh,l) > P 和 W(A,D)»h 

Xt 1225, Moser 的 界 被 Abbott 和 Liu 改进 为 
Wh D» DAC 

RE s HO 2°< 1 C2 REM, i Everts 证 明了 W (5,1) 
Uh /ACL 1)? XARA EG Berlekamp 的 结果 要 好 . XA =2, 
Szabo 最 近 证 明了 W(2,1)>2!' it. 所 有 的 上 界 都 是 “ackermanic” 
般 大 小 ,直到 Shelah 的 证 明 把 它们 变 成 了 “wowser "一 一 有 关 这 些 
词语 的 解释 见 Graham, Rothschild 和 Spencer 的 书 . 

多 年 以 前 由 Erdés 和 Turan 引入 了 一 个 与 此 密切 相关 的 函数 
(对 Z+1=A), 即 现在 广为人知 的 n (n) ERE NEA 个 不 
超过 的 数 的 序列 1 和 ai< az<…< a n 必定 包含 一 个 有 个 
项 的 算术 级 数 的 最 小 的 >. 24k = 3 时 最 好 的 界 属于 Behrend, 
Roth 和 Moser: 

nexp(— cl Inn )< r3(n) € cn^n Inn. 
对 更 大 的 ,Rankin 证 明了 
elm) > aloe Ann 


其 中 s 与 前 一 样 由 2<& 入 2 生来 定义 . 


l+1-cV U4 Din +) 
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一 个 重要 的 突破 是 Szemerédi WEH T MTA k Ar, (n) = 
ol(n), 然 而 ,不 论 是 他 的 证 明 , 还 是 Furstenberg 以 及 Katznelson 
和 Ornstein 的 证 明 ( 见 Thouvenot 的 著作 ) 都 没有 给 出 n, (n ) 048 
it. Erdss 猜想 有 

mx(z) = o(n(Inn) ') (对 每 个 z) ? 
这 一 猜想 蕴含 :对 每 个 ,有 个 素数 在 算术 级 数 中 . 有 关 Erdos 
的 一 个 有 可 能 赢得 报酬 的 猜想 请 见 AS , 如 果 该 猜想 为 真 ,就 可 以 
推出 Szemerédi 定理 . 

另 一 个 与 之 密切 相关 的 问题 由 Leo Moser 考虑 过 ,他 把 整数 
用 以 3 为 底 的 形式 写 出 , 即 , n= 912,3 (a; =0,1 或 2) 并 检查 了 
n 映射 成 无 穷 维 Euclid 空间 中 的 格 点 (al,az,a3,…) 的 映射 . 他 
称 若 干 个 整数 是 共 线 的 (collinear)， 如 果 它 们 的 象 共 线 . 例如 ,35 
—(2,2,0,1,0,---),41—(2,1,1,1,0, --) 81 47 (2,0,2,1,0, -) 
是 共 线 的 . 他 猜想 :每 个 无 三 项 共 线 的 整数 序列 的 密度 缘 为 零 . 
如 果 整 数 共 线 ,它们 就 在 算术 级 数 中 ,但 反之 未 必 成 立 (例如 :16 一 
(1,2,1,0,0,---),24—(0,2,2,0,0, ---) 81327 (2,1,0,1,0, --) 
JE). PRU x — EAE 7S PESE AC Roth EH r3(n) = o(2). 

如 果 f3(n) 是 每 一 边 上 有 三 点 的 n 维 立 方 体 中 无 三 点 共 线 
的 格 点 的 最 大 个 数 , 则 Moser 证 明了 f3(n)>c3"AMn. BR 
f3(n)/3" 有 极限 , 它 的 极限 是 零 吗 ? Chvatal 把 Moser 的 结果 中 
的 常数 改进 为 3Mr ,并 求 得 (0) =2, 户 (2)=6, 户 (3)=16. 又 
已 知 有 f5(4)243. 

更 一 般 地 ,如 果 ?” 维 立方 体 每 一 边 上 有 个 点 ,Moser 要 求 无 
k 点 共 线 的 格 点 的 最 大 个 数 f. (n ) Hit. 下 述 结论 是 Hales 和 
Jewett 的 一 个 定理 对 ” 维 画 连城 游戏 (tic-tac-toe) 的 应 用 :对 充分 
大 的 n,k” 个 格 点 分 成 h 个 类 的 任 一 种 分 化 都 含有 一 个 类 ,其 中 
UA k AHR. 这 蕴含 van der Waerden 定理 ,只 要 让 点 (al, az， 
…,an-1)( 这 里 0<a;<k - 1) 与 整数 展开 成 > aki 的 基数 & 相 
对 应 即 可 . 还 不 知道 对 每 个 <c 和 充分 大 的 n, 是否 可 能 取 到 
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ch" A/ n^ 0 EPRA k PARR? 对 某 种 < 结论 是 已 知 的 . 下 
面 引用 的 Riddell 的 第 二 篇 论文 中 的 不 等 式 (4) 绚 含 

AO)» k"* /(2xe(k 一 023, 
因此 对 某 个 c 我 们 可 以 选取 ck"An 个 点 的 “无 线 集 ”(“line-free” 
set). 在 其 他 的 方向 上 ,他 得 到 fs Cn) «16-37. 他 感谢 Leo 
Moser 在 他 得 到 这 些 结果 时 所 给 予 的 鼓励 . 

An AH CAE EE (greedy algorithm) 来 构造 不 包含 算术 级 数 
的 序列 ,你 将 得 不 到 很 稠密 的 序列 ,但 是 你 的 确 可 以 得 到 某 些 有 意 
思 的 序列 . Odlyzko 和 Stanley 构造 出 了 正 整数 序列 S(m), 其 中 
ao=0,ali= 力 ,而 每 一 个 后 面 的 项 a, ;1 是 大 于 a, 上 且 使 得 co,al， 
…,an+1 不 包含 一 个 有 三 项 的 算术 级 数 的 最 小 的 数 . 例如 

$(1):0,1,3,4,9,10,12,13,27,28,30,31,36,37,39,40,81, 
82,84,95,90,91,93,94,108,109,111,112,117,118,120, - 

S(4):0,4,5,7,11,12,16, 23, 26,31, 33, 37,38,44,49, 56, 

73,78,80,85,95,99,106,124,128,131,136,143, =- 
如 果 m 是 3 EE SUE 3 DURER PUE BBA PA co Za m E 
来 较为 容易 (将 S(1) 用 3 为 基数 写 出 ) ,但 对 其 他 的 值 ,该 序列 的 
性 状 则 无 明显 的 规律 . 它们 增长 的 速率 似乎 类 似 , 但 这 并 没有 得 
到 证 明 . 

不 包含 四 项 算术 级 数 的 这 种 “最 简单 的 ”序列 是 
0,1,2,4,5,7,8,9,14,15,16,18,25,26,28,29,30,33,36, 
48,49,50,52,53,55,56,57,62,.… 

对 于 它 是 否 有 简单 的 表述 呢 ? 它 增长 得 有 多 快 ? 

如 果 我 们 定义 集合 S 的 间距 (span) 为 maxS - minS ,那么 一 
个 不 包含 有 个 项 的 算术 级 数 的 .有 n 个 整数 的 集合 的 最 小 间距 
sp( 上 ,nn) 等 于 什么 ”Zalman Usiskin 给 出 下 面 的 值 

n=3 456789 10 1 
sp(3,n)=3 4 8 10 12 13 19 24 25:… 
sp(4,n) 4 5 7 8 9 12… 
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Abbott 注意 到 由 Szemerédi 定理 推出 : WET 8223, FF Jl 
{sp(k,n+1) 一 sp(k,n)! 是 无 界 的 ,并 且 问 : 它 是 否 包含 一 个 有 
界 的 子 序列 ? 

Alfred Brauer 的 一 篇 论文 以 及 与 E10 一 E14 这 几 节 有 关 的 、 有 
意义 的 早期 文献 ,请 参考 F6 中 所 述 . 
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E11. Schur 问题 ;把 整数 分 成 无 和 类 


Schur 证 明了 :如 果 对 小 于 nle 的 整数 用 任何 方式 分 成 个 
类 ,那么 z+y=z 在 一 个 类 的 范围 内 能 有 整数 解 . 令 s(n ) 是 使 
得 存在 整数 [1, s(n )] 分 成 n 个 类 的 一 个 分 划 且 在 任何 一 类 中 该 
方程 均 无 解 的 最 大 的 整数 ， Abbott 和 Moser 得 到 了 下 界 s(n)>> 
(89)"5- ^ (XHHEA- c 和 所 有 充分 大 的 n),Abbott 和 Hanson 得 到 
s(n) » c(89)" ,这 改进 了 Schur 自己 的 估计 s(n) (37 * 1). 
最 后 这 个 结果 对 n = 1,2 和 3 事实 上 已 经 是 最 好 的 了 ,但 对 n 的 
更 大 的 值 , 这 个 界 还 是 太 小 . Baumert 算出 有 s(4) = 44. 例如 , 头 
44 个 数 可 以 分 成 4 个 无 和 类 
{1,3,5,15,17,19,26,28,40,42,44}, 
12,7,8,18,21,24,27,33,37,38,43}, 
{4,6,13,20,22,23,25,30,32,39,41}, 
19,10, 11,12,14,16,29,31,34,35,36}. 
后 来 Fredricksen 证 明了 s(5) 宇 157( 作 为 他 的 例子 , 见 E12) , 
这 对 所 有 后 面 的 Schur 数 的 下 界 s(8)2c(315)"5(n 2 5) IB T 
改进 . 


Robert Irving 把 Schur 的 上 界 从 L a! J 稍 许 改进 到 | n! 


[ey] 这 个 结果 也 出 现在 O' Sullivan 的 博士 论文 中 ( 见 


E28). Eugene Levine 说 ,这 似乎 是 从 Jon Folkman 的 结果 “Ramsey 
数 R(3,3,3,3) 三 65" 能 得 出 的 最 好 的 结果 了 . 同样 地 ,Schinzel TE 
意 到 :认为 属于 Irving 的 那个 结果 被 后 者 说 成 应 属于 Earl Glen 
Whitehead. 

用 v=o(m,n) 来 记 满 足下 述 条 件 的 最 小 整数 v: 把 11,2， 
vl AR n 个 子 集 的 任 一 分 化 都 有 一 个 包含 a1,… as (RIE 
各 不 相同 ) 的 部 分 ,它们 满足 al +… + an-1= as RD s(n) = 
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o(3,n).Beutelspacher 和 Brestovansky 注意 到 co(m,1)=m 一 1 以 
Ro, n) =1, 并 证 明了 o(m,2) =m? - m - 1. 他 们 展示 了 无 
3- 和 ,无 6 -和 以 及 无 7 -和 分 划 , 从 而 证 明了 ol(3,6) 宇 476 和 


o(3,7) 21430. 于 是 对 n>7 Ho(3, n)>F (2859-37 +1). 他 


们 还 定义 并 研究 了 算术 级 数 的 Schur 数 . 

E. Szekeres 和 G. Szekeres 考虑 了 Bill Sands 所 称 的 反 Schur 
问题 (un-Schur problem). 把 整数 [1,z] 分 成 3 个 类 的 一 个 分 划 称 
为 可 接受 的 (admissible) , 如果 方 程 z+ y= z 没有 属于 不 同类 的 


解 z,y,z. 对 每 个 类 的 大 小 > 二 的 情形 不 存在 可 接受 的 分 化 . 

如 果 整 数 被 分 成 r 个 类 ,那么 必 有 某 个 类 包含 3 个 满足 + 
= 二 的 不 同 的 整数 +,y, <. 这 一 结论 是 否 为 真 ? T，C， Brown 
对 r-2 验证 了 这 一 结论 ， 


ele 
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E12. 关于 模 的 Schur 问题 


Abbott 和 Wang 考虑 了 一 个 与 Schur 问题 类 似 的 问题 . 令 
ti(n) 是 满足 下 列 条 件 的 最 大 整数 m :存在 从 1 到 m 的 整数 分 成 
n 个 类 的 一 个 分 划 ,在 任何 一 个 类 中 同 余 式 

z+ y= zmod(m +1) 
均 无 解 . 显然 有 t(n)Ss(n), HP s(n) flifE Schur 问题 中 那样 
定义 (E11), 但 对 n =1,2 或 3 有 等 式 成 立 :1(1)= s(1) =1, (2) 
=s(2)=4,z(3)=s(3)=13. 的 确 ,把 [1,13] 分 成 3 个 满足 无 和 
条 件 的 集合 的 仅 有 的 3 个 分 划 
{1,4,10,13}, {2,3,11,12}, {5,6,8,9}. 

(7 在 3 个 集合 的 任何 一 个 之 中 ) 对 模 14 全 都 满足 看 起 来 限制 更 
为 严格 的 无 同 余 条 件 (congruence-free condition) , 而 Baumert 的 例 
子 (E11) 表 明 仅 有 一 处 不 满足 :在 第 二 个 集合 中 33 + 33=21 mod 
45. 事实 上 Baumert 找到 了 112 种 把 [1,44] 分 划 成 4 个 无 和 集 的 
方法 ,其 中 有 一 些 是 模 45 的 无 和 集 , 故 有 (4) = 44. 一 个 例子 是 
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{+1,43, £ 5,15, € 17, +19}, 
{=2, £ 7, £8, +18, +21}, 
1x4, £6, +13, +20, +22, +30}, 
[x9, +10, +12, +14, + 16]. 
Abbott 和 Wang 得 到 不 等 式 
fn; + nz) S2f( m4) f(n), 
它 对 fC) = s(n) ~ 3 HL, ELT 98.53 Schur 对 他 的 问题 得 到 
的 同样 的 下 界 t(n)>(3"+1)/2. 他 们 确实 有 证 据 表 明 (n) 
s(n). 此 外 ,Fredricksen 的 例子 
+ (1,4,10,16,21,23,28,34,40,43,45,48,54,60] , 
+ |2,3,8,9,14,19,20,24,25,30,31,37,42,47,52,65,70] , 
+ 15,11,12,13,15,29,32,33,35,36,39,53,55,56,57,59,77,79] , 
+ 16,7,17,18,22,26,27,38,41,46,50,51,75] , 
+ 144,49,58,61,62,63,64,66,67,68,69,71,72,73,74,76,78| 
(此 例 表 明 ;(5) 宇 157) 对 模 158 也 是 无 和 集 , 故 有 £(5) 2157, 18] 
时 有 ¢(n) >c(315)"%. 
Alon 和 Kleitman 把 交换 群 的 一 个 子 集 A 称 为 是 无 和 的 
(sum-free) , 如 果 A 中 任何 两 个 元 素 的 和 都 不 在 A 中 , 即 (A+ A) 
站 A4= 儿 .他 们 证 明了 :每 个 由 这 样 一 个 群 的 个 非 零 元 素 组 成 


的 集合 都 包含 一 个 基数 大 于 他 n 的 无 和 子 集 . 由 Rhemtulla 和 
Street 的 一 个 结果 得 知 , 儿 是 最 好 可 能 的 了 ,尽管 对 特殊 的 群 这 个 
数值 还 可 以 改进 . 他 们 还 证 明了 :任何 由 个 非 零 整数 组 成 的 集 
合 者 包含 一 个 基数 大 于 访 的 无 和 子 集 ,这 里 本 不 能 被 起 代替 . 
Füredi 注意 到 ,集合 |1,2,3,4,5,6,8,9,10,18| 表 明 , 此 数 不 能 被 
IB. 这 里 的 问题 是 :二 是 最 好 可 能 的 吗 ? 


Erdós 用 f(n) 记 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 :小 于 的 整数 可 
以 被 分 化 成 f(x) 个 类 ,使 得 ”不 是 同一 个 类 中 不 同 元 素 的 和 . 例 
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如 ,由 于 分 化 {1,3,4,5,91 ,12,6,7,8,101 ,我 们 有 f(11)=2, 但 是 
f(12) 23. Erdés 能 证 明 f(n)<ni3Ann ,但 他 无 法 证 明 f(n)> 


niB-e. 
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E13. 把 整数 分 成 强 无 和 类 


Turan 证 明了 :如 果 整 数 [m,5m +3] 以 任何 方式 分 成 两 个 
类 ,那么 方程 x+ y= xz 至 少 在 其 中 的 一 个 类 中 有 xz 天 y 的 解 ,而 
且 这 一 结果 对 整数 [m ,Sm +2] 不 真 . [m,5m +2] 分 划 成 两 个 无 
和 集 的 惟一 性 被 Znám 所 证 明 . 

Turán 还 考虑 了 x,y 不 一 定 互 不 相同 时 的 问题 . 定义 s(m, 
7) 是 满足 如 下 条 件 的 最 小 整数 ; :无论 怎 样 将 区 间 [m ,m+ s] 分 
化 成 nn 个 类 ,总 有 一 个 类 包含 有 x+ y= z 的 一 个 解 . 对 应 于 第 一 
个 问题 他 得 到 的 结果 是 s(m,2)=4m. BRA s(1,n)=s(n) - 
1, 这 里 s(n) XE E11 中 ,而 Irving 的 结果 蕴含 s(min)< 


al =a! (e-34) = i| Abbott 和 Znam (JL E11) 独 立地 发 现 了 


s(m,n) 之 3s (m,n 一 1)+m, 从 而 有 s(m,ny>m(3" 一 1)/2. 
Abbott 和 Hanson 称 一 个 类 是 强 无 和 的 (strongly sum-free) , 
如 果 它 既 不 包含 方程 x+ y= x 的 解 ,也 不 包含 方程 x+ y+1= zx 
的 解 . 他 们 证 明了 :如 果 r(n) 是 使 得 区 间 [1,r] 无 论 如何 分 化 成 
n 个 类 ,都 有 一 个 类 包含 有 这 样 一 个 解 的 最 小 的 7 ,那么 
r(m + n) Z2r(n)s(m) ^ r(n) - s(m) +1. 
2A * 


他 们 用 这 一 结果 改进 了 s (m,n) 的 下 界 ,现在 ,他 们 的 方法 和 
Fredericksen 的 例子 合 起 来 给 出 s( m,n) » cm (315)7^. 
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E14. Rado 对 van der Waerden 问题 和 Schur 问题 的 推广 


Rado 考虑 过 van der Waerden 以 及 Schur 问题 的 若干 推 广 . 
例如 他 证 明了 :对 任何 自然 数 a,5,c ,存在 一 个 数 u ,使 得 无 论 怎 
样 将 数 [1, zx] 分 化 成 两 个 类 ,至 少 在 其 中 一 个 类 中 有 ax + by = cz 
的 一 个 解 . 他 给 出 了 u 的 值 , 但 是 如 同 在 Schur 原来 的 问题 中 那 
样 ,这 里 给 出 的 并 非 是 最 好 可 能 的 结果 . 例如 对 2z+ y= 5z, 定 理 
给 出 x=20, 但 它 甚 至 对 u = 15 也 仍然 是 对 的 ,虽然 对 u 的 更 小 
的 值 未 必 为 真 :集合 

{1,4,5,6,9,11,14}, {2,3,7,8,10,12,13} 
中 无 论 娜 一 个 都 不 包含 2z+ y=5z 的 解 . 如 果 人 允许 取 3 个 集合 ， 
则 45 是 u 的 最 小 值 ,这 是 因为 如 下 3 个 集合 
11,4,5,6,9,11,14,16,19,20,21,24,26,29,31,34,36,39,41,44] , 
[2,3,7,8,10,12,13,15,17,18,22,23,27,28,32,33,37,38,42,43] , 
16,7,8,9,25,30,35,40] 
就 包含 了 [1,44] 中 所 有 的 数 ,甚至 6,7,8,9 还 重复 了 . 

Rado 把 方程 2) air; = 0 (其 中 诸 a; 是 非 零 整数 ) 称 为 是 n- 
重 正则 的 (n-fold regular) ,如 果 存 在 一 个 数 u (n ) (我 们 可 以 假设 
它 是 最 小 的 ) ,使 得 无 论 怎样 把 区 间 [1,u(n)] 分 化 成 ”个 类 ,都 
至 少 有 一 个 类 包含 该 方程 的 一 个 解 . 他 把 方程 称 为 是 正则 的 (reg- 
ular) ,如 果 对 所 有 n 它 都 是 普 重 正 则 的 . 他 证 明了 :一 个 方程 是 
正则 的 , 仅 当 对 o; 的 某 个 子 集 有 >》) a; = 0. 例如 ,如 果 a= az 
=] H a3= 一 1, 我 们 就 对 Schur 原来 的 问题 得 到 u(n)=s(n). 


emn- 


Salié 和 Abbott 考虑 了 求 wx(z) 的 下 界 这 个 问题 ,作为 参考 请 见 
E10 和 E11. 

5ja,72,a;71,as7 -5 对 应 的 例子 不 是 正则 的 ,这 是 因 
为 ,虽然 我 们 看 到 它 既是 2- 重 正则 的 又 是 3- 重 正则 的 ,但 它 不 是 
4- 重 正则 的 . 因为 ,把 每 个 数 SALGX LS FL) ERR e 是 偶数 还 是 奇 
数 以 及 1 t1 还 是 土 2mod 5 划分 到 4 个 类 中 的 一 个 类 中 去 . 可 
以 验证 ,这 4 个 类 中 无 论 哪个 类 都 不 含有 2zx+ y=5z 的 解 . 

Rado 间 :对 每 个 是 否 存在 一 个 方程 , 它 是 正则 的 ,但 不 
是 (R+1)- 正 则 的 ? 

对 方程 2zl + zz=2zs 和 x, + za +z3=22z4,Salie，Abbott 
以 及 Abbott 和 Hanson 相继 得 到 了 更 好 的 下 界 ,最 后 分 别 得 到 
zw(2)>c(12)?3 和 c(10)"®. 

Vera Sós 要 求 [1,n j] 的 使 得 Rado 方程 在 其 中 没有 解 的 那 种 
子 集 的 最 大 范围 . 例如 ,如 果 al = az=1 且 as= -2, 则 答案 在 区 
fal nexp( 7 vinn), n/(In n) Jè. 如 果 ai=az=1 且 as=a4 
= 一 1, 我 们 就 得 到 一 个 Sidon 集合 (与 C9 比较 ) ,而 此 时 答案 是 < 
Vn. WE a1=as=1 且 257 — 1, WERE n2. 已 知 更 一 般 地 
有 答案 o(z)( 正 好 当 zl = zz=…=1 是 Rado 方 程 的 一 个 解 时 ). 
这 个 答案 能 与 wu (2-21) feit 

请 将 问题 10 一 14 和 C14 一 16 作 比 较 . 

参考 文献 
Walter Deuber, Partitionen und lineare Gleichungssysteme, Math. Z., 133 (1973) 
109-123. 


R. Rado, Studien zur Kombinatorik, Math. Z., 36(1933) 424—480. 
E. R. Williams, M.Sc. thesis, Memorial University, 1967. 


E15. Gobel 的 递归 公式 


很 长 一 段 时 间 里 F. Gobel 注意 到 :递归 公式 zo=1， 


mMm- 


zn = (1+ 23+ ai 十 … 十 z24)/n, n-1,2,- 
(或 者 表 为 对 n 20 (n*1)z, iim xr, t nn)) 产 生出 整数 
zl = 2,3,5,10,28,154,3520, 1551880 ,267593772160,---, 


但 是 Hendrik Lenstra 发 现 z43 不 是 整数 ! 

用 立方 代替 平方 得 到 的 相应 的 序列 要 一 直到 zgg 才 出 现 非 整 
数 . Henry Ibstedt 对 各 种 寡 以 及 不 同 的 初 值 zo 做 了 进一步 的 计 
算 . 下 面 的 表 指 出 了 序列 中 第 一 个 非 整 数 元 素 的 序号 


k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
ZI=2 43 89 97 214 19 239 37 79 83 239 
x23 7 89 17 43 83 191 7 127 31 389 
T1=4 17 8 23 139 13 359 23 1588 41 239 
z-5 34 8 397 107 19 419 37 79 83 137 
ZI=6 17 230 149 269 13 17 23 13 71 239 
z=? 17 181 13 107 37 127 37 103 83 239 
ZI=8 51 79 13 214 13 239 17 16 7 239 
z-9 17 89 83 139 3 0190 23 103 23 169 
z,710 7 7) 23 2581 347 23 7 163 41 239 
xz1=11 34 601 13 107 19 48 37 79 31 389 


Raphael Robinson 注意 到 ,与 Gobel 的 序列 形成 对 照 的 是 ,下 
述 序列 
TnTn-k = QIa-pIa-kep + ÜXn-qXn-keq 十 Cea-rTn-ktr 
似乎 从 初始 值 zo= zi1=…= z=1 开 始 对 任何 整数 < 之 0,5 之 0， 
c 之 0,p 之 1,q 之 1,r 之 1 都 取 整 数值 ,这 里 满足 p+ q+r=k. 
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E16. Collatz 序列 


X L. Collatz 还 是 一 个 学 生 时 ,他 问 道 : 由 an+ = 2,7208 a, 
为 偶数 时 ) 和 an+1= 3a +1( 当 an 为 奇数 时 ) 定 义 的 序列 ,除了 图 
4,2,1,4…( 图 16) 以 外 ,是 否 都 是 树 形 结构 的 ( 它 的 含意 是 指 从 任 
何 一 个 整数 o, 开始 ,都 有 一 个 n fia, =1)? 这 一 猜想 已 对 所 有 
ai 委 2.102 和 许多 大 数 作 了 检验 . Eliahou 证 明了 :任何 非 平凡 的 
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FA 16 ”Collatz 序列 是 树 形 的 吗 ? 


7 


圈 的 周期 至 少 是 17087915. 
如 果 用 3a, -1 RE 3a, + 1( 如 果 我 们 允许 取 负 整数 的 话 )， 
那么 很 可 能 任何 序列 都 以 下 面 几 个 圈 中 的 一 个 作为 结束 : 
11,21,15,14,7,20,10] 
或 者 
117,50,25,74,37,110,55,164,82,41,122, 
61,182,91,271,136,68,34] . 
这 一 结论 对 所 有 a 08 WH. 

更 为 一 般 地 , David Kay 和 其 他 的 人 用 ana = = a/p ONR 
plan) an+1= qa, + r( 如 果 p a,) 定 义 了 序列 ,并 且 问 是 否 存 
在 数 p,q,r ,使 得 此 问题 可 以 解决 ? 对 (p,qg,r)=(2,5,1) 或 (2， 
7,1) ,任何 即使 琢磨 不 定 的 序列 也 都 将 会 迅速 增长 ,这 似乎 是 相当 
合情合理 的 ,但 是 要 证 明 这 样 的 结论 看 起 来 和 原来 的 问题 一 样 困 
XE. 现 有 的 文献 极 多 ,我 们 敦 请 未 来 的 解 题 者 们 赶紧 仔细 研究 La- 
garias 的 论著 . 

定义 f(n) 是 3n+1 的 最 大 奇数 因子 . Zimian [8]: 


Ia: = Ü fon ) 


是 否 对 任何 (多 重 ) 整 数 集合 [7 Cn, > 1) ABRIL? Erdós 发 现 
65-7-7-:11-* 11 17- 17:13 
= 49 -11 -11 -17-17 -13-13-5. 

整数 n 称 为 是 自我 包含 的 (self-contained)， 如 果 对 某 个 k> 
1,n 整除 f*(n). 如 果 它 发 生 了 , 且 Collatz 序列 n* = f*(n)/n 
达到 1 ,那么 集合 

Infin) f (n),n* ,fén*),.,l 

就 是 如 上 所 说 的 一 个 集合 . n<10' 用 计算 机 搜索 得 到 5 个 自 
我 包含 的 整数 :31,83,293,347 和 671. 

这 些 映射 不 是 一 对 一 的 ,你 无 法 追踪 序列 的 前 面 的 项 ,因为 映 
射 的 逆 常 常 不 是 惟一 的 . 
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E17. 置换 序列 


在 置换 序列 (permutation sequence) 这 一 情形 ,尽管 问题 同样 
困难 ,但 情势 有 所 不 同 . 一 个 简单 的 例子 (可 能 是 Collatz 原来 问题 
的 反问 题 , 见 E16 和 提 到 的 Lagarias 的 文章 ) 是 

anı; = 3a,/2 (Fa, 为 偶数 )， 
a,4 =L3a,+DAl GE a, 为 奇数 )， 
或 者 ,可 能 更 为 明确 地 是 表述 成 

2m >3m, 4m -1—>3m-1, 4m +1—>3m+1, 

由 此 可 以 清楚 地 看 出 其 逆 运 算 也 能 顺利 施行 . 因此 它 产 生 的 结构 
仅 由 不 相交 的 圈 和 双 无 穷 链 组 成 . 不 知道 它们 中 每 一 种 是 有 有 限 
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多 个 还 是 无 穷 多 个 ?” 甚至 也 不 知道 是 否 有 一 个 无 穷 的 链 存在 ? 猜 

想 仅 有 的 圈 是 1 ,12,3}1 ,|4,6,9,7,5| 和 
144,66,99,74,111,83,62,93,70,105, 79,59: . 

Mike Guy 借助 于 一 台 名 为 TITAN 的 计算 机 证 明了 :任何 别 的 圈 

都 有 大 于 320 的 周期 . 那么 包含 数 8 的 序列 情况 又 如 何 呢 ? 
…,97,73,55,41,31,23,17,13,10,15,11,8， 

12,18,27,20,30,45,34,51,38,57,43,32,48,72，… 

诸 数 

8,14, 40, 64, 80, 82, 104, 136, 172, 184, 188, 242, 256, 274, 
280,296 , 352 , 368 , 382, 386 , 424,472,496 , 526 ,530, 608,622,638, 
640 , 652 ,670, 688 692,712,716 , 752,760,782 ,784, 800,814,824, 
832,960,878, 904,910, 932,964,980, --- 

中 的 每 一 个 数 是 否 都 属于 一 个 单独 分 开 的 序列 ? 

有 一 些 颇 为 吸引 人 的 悖 论 :如 果 现 有 的 是 个 偶数 ,你 就 “向 前 ” 
走 , 乘 以 32; 如 果 它 是 奇数 , 则 乘 以 大 约 3/4 一 一 这 样 得 到 一 个 公 
比 是 3W8s:1.060660172 的 不 稳定 的 “ 伪 儿 何 级 数 ". 另 一 方面 ， 
如 果 现 有 的 数 是 3 的 倍数 ,你 就 “向 后 " 退 , 乘 以 2/3, 否 则 的 话 就 
乘 以 大 约 4/3 一 一 这 样 得 到 一 个 公 比 是 32'? 31 058267368 的 
“ 伪 几 何 级 数 ”. 这 两 个 数 应 该 互 为 倒数 ! 我 们 对 处 处 不 可 微 的 函 
数 有 一 种 离散 的 类 似 . 右 “ 导 数 "是 正 的 , 左 “ 导 数 "是 负 的 . 注意 ， 
当 “ 向 前 "走时, 接 在 偶数 后 面 那 个 数 是 3 的 倍数 一 一 有 一 半数 是 
3 的 倍数 ! 
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E18. Mahler 的 Z- 数 


Mahler 考虑 了 下 面 的 问题 :给 定 任何 实数 a , 令 r, 为 a(3/2)" 


的 分 数 部 分 . 是 否 存 在 对 所 有 n 都 满足 Oc, d n PR Z 数 
(Z-number) 呢 ?可 能 并 不 存在 . Mahler 指出 ,在 每 一 对 相 邻 整数 
中 至 多 有 一 个 这 样 的 数 , 且 对 足够 大 的 z, 小 于 z 的 Z- 数 的 个 数 
至 多 有 0 7 个 .Flatto 改进 了 Mahler 的 结果 ,但 是 这 一 问题 仍 未 
获得 解决 

一 个 类 似 的 问题 是 :是 否 存在 有 理 数 -/s(s 了 1), 使 对 所 有 
mL(r/s)"j 都 是 奇数 呢 ? Tijdeman 证 明了 :对 每 个 奇 整数 ->3， 


存在 实数 a, 使 对 所 有 nar 72)" 的 分 数 部 分 都 在 [0, 广 中. 


Littlewood 有 一 次 曾 说 起 过 :不 知道 e" 的 分 数 部 分 是 否 趋 向 
于 0( 当 ”co 时 )? 
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Leopold Flatto, Z-numbers and f-transformations, Symbolic Dynamics and its 
Applications, Contemporary Math., 135, Amer. Math. Soc., 1992, 181-201. 

K. Mahler, An unsolved problem on the ‘powers of 3/2, J. Austral. Math. Soc., 
8(1968) 313-321; MR 37 #2694. 

R. Tijdeman, Note on Mahler's 3-problem, Kongel. Norske Vidensk. Selsk. Skr., 
16(1972) 1-4. 


E19. 一 个 分 数 的 寡 的 整数 部 分 能 无 穷 多 次 取 素数 值 吗 ? 


Forman 和 Shapiro 证 明了 ,有 无 穷 多 个 形 如 L(4/3)"j 的 整数 ， 
也 有 无 穷 多 个 形 如 | (3/2)" I0 A3. A. L. Whiteman 猜想 :这 两 
个 序列 的 每 一 个 也 都 包含 无 穷 多 个 素数 . 他 们 的 方法 对 其 他 的 有 
理 数 似乎 不 起 作用 . 
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E20. Davenport-Schinzel 序列 


从 nn 个 字母 的 字母 表 [1,n 1 出 发 来 构造 一 个 序列 ,使 得 其 中 
没有 直接 的 重复 …aa… ,也 没有 长 度 大 于 d 的 交错 的 子 序列 
"abab. 
用 Nz(z) 来 记 任何 这 样 的 序列 的 最 大 长 度 ,那么 有 这 种 长 度 的 一 
个 序列 就 是 一 个 Davenport-Schinzel 序列 (Davenport-Schinzel se- 
quence). 问题 是 要 确定 所 有 的 D-S 序列 ,特别 是 要 求 出 Na (nr). 
我 们 只 需要 考虑 正规 的 (normal) 序 列 ,所 谓 正规 序列 ,就 是 字母 表 
中 每 个 整数 的 首次 出 现 要 在 其 中 每 个 更 小 的 数 的 首次 出 现 之 后 . 
序列 12131323, 12121213131313232323 和 
1213141-12-112-1 n-2-32n2n3m7nn-lin 
表明 N4(3) 28, Ng (3) 220, H N4(n) Z5n - 8. Davenport 和 
Schinzel 证 明了 Ní(n) 21, No(n) 2 n, N4(n) 2n - 15 X fi 
N4(G) = O( nInn/Zln In 2),limN,(2)/2228. 他 还 和 J. H. Con- 
way 一 起 证 明了 Ng(lm * 1)26im -m - 51 +2, E Ng(n) 
=5n-8(4<n<10). Z. Kolba 证 明了 Ny(2m)>11m - 13, ifti 
Mills 则 对 ”<21 得 到 了 Ns(n) 的 值 . 例如 ,序列 
abacadaea fa fedcbgbhbhgcicigdjdjgekekgkjth fl flhliljlkl 
是 N,(12) = 53 的 证 明 的 一 部 分 . 

Roselle 和 Stanton 是 将 n (而 不 是 d) 加 以 固定 ,对 此 得 到 
N42) 4, N(3) 2213472] - 4(d >3), N4(4) 2213472] * 34 
-13(d 24)U & N,(5) -4L3d4/2] t 4d - 21(d 5 5). 尽管 Pe- 
terkin 注意 到 最 后 这 个 括号 应 该 是 (d >6), 这 是 因为 有 N6(5) = 
34. Roselle 和 Stanton 还 证 明了 :长 为 N2441(5) 的 正规 的 D-S 序 
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列 是 惟一 的 , 且 长 为 Na+1(4) 和 N24a(5) 的 正规 的 D-S 序列 恰 有 
两 个 . Peterkin 展示 了 56 个 长 为 Ns(6)=29 的 D-S 序列 ,并 证 明 
T Ns(n)Z7n - 13(n >5) EAR Ng(n)Z13n - 32(n>5). 


X8 Nu(n) 的 什 
Na 
4^ 12345267 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
pLpEGZOEIGOGSIOLUO1 PDIXldg.112111 101-1 1 
2 12345267 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
3 1 3 5 7 91113 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 4 
4 1 4 812 17 22 27 32 37 42 47 53 58 64 69 75 81 86 92 98 104 
5 1 5 10 16 22 29 
6 1 6 14 23 34 
7 1 7 16 28 41 
8 1 8 20 35 53 
9 1 9 22 40 61 
10 1 10 26 47 73 


Rennie 和 Dobson 给 出 N4(» ) 的 形 如 
(nd — 3n - 2d * 7)N4(n) 
x n(d-3)N,(n-1) *2n- d «2 (d 3) 

的 上 界 ,从 而 对 d =4 推广 了 Roselle 和 Stanton 的 结果 . 

Szemerédi 证 明了 Nz(z)< canlog* n, XŒ log" n 是 一 个 增 
长 得 很 慢 的 函数 ,指数 函数 的 最 小 迭代 次 数 需 要 超过 n. 新 近 的 
工作 (主要 是 由 Sharir 所 做 的 ) 证 实 :Nz(n ) 的 阶 是 8(na(n)), 这 
里 a(n) 是 Akermann 函数 的 反 函 数 , 它 增 长 得 令 人 难以 置信 的 
慢 . 有 关 的 细节 请 参看 Agarwal, Sharir 和 Shor 的 论文 . 
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E21. Thue Jf ži) 


Thue 证 明了 ,存在 无 穷 多 个 用 3 个 符号 作成 的 序列 ,它们 不 
包含 两 个 完全 相同 的 连续 片段 ,又 存在 无 穷 多 个 用 2 个 符号 作成 
的 序列 ,它们 不 包含 3 个 完全 相同 的 连续 片段 ,其 他 许多 人 又 重新 
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发 现 了 这 些 结果 . 

代替 完全 相同 的 片段 ,如 果 我 们 改 为 要 求 避免 互 为 对 方 的 排 
列 的 那 种 连续 的 片段 ,Justin 构造 了 一 个 用 两 个 符号 做 成 的 序列 ， 
它 没有 5 个 互 为 对 方 的 排列 的 连续 片段 , Pleasants 构造 了 一 个 由 
5 个 符号 做 成 的 序列 , 它 没有 两 个 这 样 的 连续 片段 , Dekking 解决 
了 问题 (2,4) 和 (3,3) ,但 是 把 (4,2) 这 一 情形 描写 成 了 一 个 有 趣 的 
未 解决 的 问题 是否 有 一 个 用 4 个 符号 做 成 的 序列 , 它 没有 互 为 
对 方 的 排列 的 连续 片段 呢 ? 
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E22. 把 所 有 排列 作为 子 序列 的 圈 和 序列 


Hansraj Gupta 要 求 对 ”之 2 求 出 最 小 正 整数 m= m(n), fl 
得 存在 一 个 正 整数 的 圈 ol ,az，…，,an( 每 个 数 都 过 ”) ,对 至 少 一 
4 j (amm ) ,前 盖 个 自然 数 的 任 一 给 定 的 排列 都 作为 
0j50j415 77541502» Qj 1 
的 一 个 子 序列 出 现 (不 一 定 是 相连 的 ). 例如 对 n = 5 来 说 ,1,2,3， 
4,5,4,3,2,1,5,4,5 就 是 这 样 一 个 圈 , 所 以 m(5)<12. 他 猜想 有 
m(n)&|L n?72). 
Motzkin 和 Straus 利用 了 直 尺 函数 (ruler function), 也 即 整 除 
和 的 2 的 最 高 寡 的 指数 ,例如 n=5,1<&k<31， 
15251,3:52;1,4,1,2,1,3;1,2;1;5. 
1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3,1,2,1, 
但 是 这 没有 用 到 循环 选择 ,这 仅仅 给 出 了 zz(z) 委 2" - 1. 
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E23. FAR AR DBCS si 


如 果 S 是 n 个 算术 级 数 的 并 集 ， 每 个 算术 级 数 的 公差 都 之 
b ,其 中 & 委 2 ,Crittenden 和 Vanden Eynden 猜想 :只 要 S £r 
k2" +1 的 那些 正 整 数 ,那么 他 就 包含 所 有 的 正 整 数 . 如 果 此 猜想 
为 真 ,那么 它 已 经 是 最 好 可 能 的 结果 了 . 他 们 对 =1 和 2 证 明了 
这 一 猜想 ,而 Simpson WIXI k = 3 给 出 了 证 明 . 
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E24. 无 理性 序列 


Erdós 和 Straus 称 一 个 正 整数 的 序列 {a,} 是 无 理性 序列 (irra- 
tionality sequence) , 如 果 对 所 有 整数 序列 15, | ，> ) 1/a.b, 都 是 无 
理 数 . 哪些 是 无 理性 序列 呢 ? 请 找 出 一 些 有 意思 的 例子 . 如 果 
lim sup(log;lna, )/n >1, 这 里 的 log 是 以 2 为 底 的 对 数 ,那么 fa,1 


是 一 个 无 理性 序列 . 注意 : |n1| 不 是 无 理性 序列 ,因为 Din! 
(n+ 2) = 4. Erdss 证 明了 |2* | 是 一 个 无 理性 序列 . 序列 2,3， 
7,43,1807,…( 这 里 a, +11 7 a2 - a, + 1) 不 是 无 理性 序列 ,这 是 因 
为 我 们 可 以 取 b, =1, 从 而 该 序列 的 倒数 之 和 为 1, 但 是 关于 隔 项 
取得 的 序列 2,7,1807,… 呢 ? 
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E25. Silverman 序 列 


序列 
1,2,2,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6, 
7,7,7,7,8,8,8,8,9,9,9,9,9,-- 
EME: /(0) = 1, T] f(n) WÈ ”在 一 个 非 减 的 整数 序列 中 出 
现 的 次 数 , 这 个 序列 在 本 书 第 一 版 中 归属 于 David Silverman. 
Golomb 提出 一 个 问题 , 这 个 问题 由 他 .van Lint 以 及 Marcus 和 
Fine( 见 下 面 的 文献 ) 给 出 了 解答 : 它 的 第 ”项 的 渐 近 表示 的 确 是 
cU AE r 是 黄金 分 割 数 (1+V5)/2. 其 误差 项 由 Ian Vardi 
作 了 研究 ,他 猜想 有 


E(n) = Q: (=), 
其 中 符号 E(n) =Q:(g(n)) 的 含意 是 :存在 常数 cl,cz, 使 分 别 
对 无 穷 多 个 n 有 E(n)>cig(n) 和 FE(n)< 一 czg(n) 成 立 , 但 是 
他 甚至 无 法 证 明 |E(n) | 无界 . 他 还 提出 了 一 些 没有 解决 的 问题 . 
Marshall Hall 证 明了 :存在 一 个 序列 ,使 得 每 一 个 正 整数 可 以 
惟一 地 表示 成 为 该 序列 中 两 个 元 素 的 差 . 例如 由 ai = 1,as=2， 
425517242, 542552 7 a2, 41 * rna 所 定义 的 序列 
1,2,4,8,16,21,42,51,102,112,224, 
235,470,486,972,990,1980,2001, ---, 
其 中 r, 是 不 能 表示 成 形式 a; - a; (1 EX 2n +1) 的 最 小 自然 
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数 . 还 有 其 他 可 能 的 序列 ,但 是 求 其 中 有 最 小 渐 近 增长 性 的 序列 
仍然 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 
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E26. Epstein 的 取 放 平方 数 游戏 


Richard Epstein 的 取 放 平方 数 游戏 是 用 一 堆 豆 子 来 玩 的 . 两 
个 游戏 者 交替 走 着 . 每 走 一 着 就 是 向 其 中 加 入 或 者 从 中 减 去 该 堆 
豆子 中 所 含 的 最 大 的 完全 平方 数 . 即 两 人 交替 地 指定 非 负 整数 
an ,这 里 


a,4 = a, SL fa, P^, 
首先 取 到 零 的 人 为 胜 . 这 是 一 个 很 迷人 的 游戏 ,许多 数 都 会 导致 
平局 . 例如 从 2 出 发 ,下 一 个 游戏 者 不 会 取 1 ,因为 那样 会 使 他 的 
对 手 获 胜 , 于 是 他 取 3. 现在 加 上 1 是 一 步 坏 着 ,于 是 他 的 对 手 又 
回 到 2. 类 似 地 ,6 也 导致 平局 ,相应 的 最 佳 走 法 是 :6,10,19!,35， 
60,1091,2091,131,221,6,…, 其 中 的 惊叹 号 (!) 的 含义 是 说 这 是 
一 步 好 着 ,而 不 是 表示 阶乘 (!1) 例 如 ,在 209 后 面 取 405 是 一 步 坏 
着 ,因为 这 样 的 话 下 一 个 人 可 以 走 到 5, 而 这 是 一 个 P- 位 置 (P- 
position) ,也 就 是 上 一 个 游戏 者 必 胜 的 位 置 . 类 似 地 ,从 60 出 发 ， 
取 11 是 坏 着 , 即 是 一 个 N -位置 (N-position), 也 就 是 使 下 一 个 游 
戏 者 可 能 取胜 的 位 置 (下 一 个 人 走 到 20 即 可 ). 
Ne 


究竟 是 P -位置 
0,5,20,29,45,80,101,116,135,145,165,173,236,257,397, 
404,445,477,540,565,580,629,666,836,845,885,909,944, 
949,954,975,1125,1177,--- 

还 是 NN -位 置 
1,4,9,11,14,16,21,25,30,36,41,44,49,52,54,64,69,71, 
81,84,86,92,100,105,120,121,126,136,141,144,149,164, 
169,174,189,196,201,208,216,225,230,245,252,254,256, 
261, i 

有 正 密 度 呢 ? 
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E27. 最 大 和 最 小 序列 


Roger Eggleton 在 他 的 硕士 论文 中 讨论 了 最 大 序列 (max se- 
quence) , 它 是 从 一 个 有 限 序列 ao,ai，…an ,出 发 ,用 an 4) = max; 
(a; + an-i) 来 加 以 延 拓 定义 所 得 到 的 无 穷 序列 . 这 方面 的 主要 结 
果 之 一 是 : 它 的 一 阶 差分 最 终 是 周期 序列 . 例如 从 1,4,3,2 开始 ， 
我 们 得 到 7,8,11,12,15,16,…, 相 应 的 差分 是 3, -1,-1,5,1,3, 
1,3,1,… 对 最 小 序列 (mex sequence) 会 发 生 什么 呢 ? 这 里 一 组 非 
负 整数 的 最 小 (mex) 是 指 这 个 集合 以 外 最 小 的 数 ,也 就 是 不 出 现 
在 此 集合 中 的 最 小 的 非 负 整数 . 从 序列 1,4,3,2 出 发 不 断 做 出 集 
Alat a, -站 的 最 小 ,例如 (此 段 原 书 有 误 , 在 征求 了 原作 者 的 意 
见 后 作 了 改写 ): 

mex{1+2,4+3] =0, 
mex{1+0,4+2,3+3! =0, 
mex/1+0,4+0,3+2) =0, 
mex{1+0,4+0,3+0,2+2} =0, 


mex|1 +0,4+0,3+0,2+0} =0, 
mex!1+0,4+0,34+0,2+0,0+0} =5, 
mex!1+5,4+0,3+0,2+0,0+0} =1, 


如 此 继续 下 去 得 到 
0,0,0,0,0,5,1,1,1,1,1,6,2,2,0,0,0,0,0,5,1,1,1,1,1,6,°°- 
这 个 序列 最 终 是 周期 序列 吗 ? 

A. S. Fraenkel 注意 到 序列 a; 2 | ia J( 其 中 a 是 任何 实数 )， 
它 满足 不 等 式 


max(a,.; + a;) <a, <1 + min(a,.; + aj), 
Ixi&n, n=2,3,° 


iO a = 5 (1+V5)ARRIFA 1,3,4,6,8,9, 11, 12,14,16,17,19, 
, 它 和 序列 | iBJ( 这 里 1/a 1/8 = 1) MADER. 这 些 Beatty 序 
列 (Beatty sequence) 合 起 来 就 作成 了 Wythoff Xf (Wythoff pair). 
这 个 问题 的 原动力 来 自用 Sprague-Grundy 理论 对 八 进 位 游 
(octal game) 的 分 析 , 其 中 通常 的 加 法 被 匿 门 加 法 (nim. addi- 
tion), AULA 2 为 底 且 没有 进位 的 加 法 ,也 就 是 异 或 (XOR) 所 代替 . 
现在 1,4,3,2 就 导出 序列 
0,0,0,0,0,5,1,4,1,1,1,3,6,6,6,3,0,2,2,2,7,2,4,1,. 
RAP PRA FH 4 PESOS] EE EFAS 1 HL 
KÆRI HÆ ( nim-like game) MAR. 
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E28. B- 序 列 


我 们 称 一 个 无 穷 序 列 Ka < az<… 是 一 个 A- 序 列 (A-se- 
quence)， 如 果 没 有 哪个 a; 能 是 该 序列 中 异 于 a, 的 若干 不同 元 素 
之 和 . Erdos 证 明了 :对 每 个 A- 序 列 有 117a; < 103 ,而 Levine 
All O'Sullivan 将 它 改进 到 4. 他 们 还 给 出 了 一 个 A- 序 列 , 它 的 元 
素 的 倒数 之 和 >2.035. Abbott, 后 来 有 张 振 祥 (Zhang Zhen-Xi- 
ang) 给 出 例子 

{1,2,4,8,1 + 24k ,35950 + 24t : 1 < k < 55,1 < t <44}, 
这 将 上 述 的 上 界 改 进 为 2.0648. 进一步 取 一 段 序 列 的 项 能 将 此 下 
界 改进 为 2.0649 ,但 是 未 能 达到 2.065. 

MR 1 和 ai< az<… 是 一 个 孔 -序列 (与 C9 比较 ), 即 其 所 有 
数 对 之 和 名 不 相同 的 序列 ，> 1/a; 的 最 大 值 是 什么 ? 根据 是 否 
允许 i=j, 相 应 有 两 个 问题 ,但 Erdos 没 法 解决 其 中 任何 一 个 问 
题 . 

最 显然 的 已 -序列 是 用 贪 禁 算 法 得 到 的 序列 (与 E10 比较 ). 
它 的 每 一 项 是 大 于 前 面 的 项 的 最 小 整数 , 它 不 违反 有 不 同 的 和 这 
一 条 件 ,并 且 允 许 ij: 

1,2,4,8,13,21,31,45,66,81,97, 123,148, 182,---. 

Mian 和 Chowla 用 它 证 明了 满足 a Kk? 的 By-FRIIAVFE TERE. 如 
RM 是 2)1/a; 经 过 所 有 乌 - 序 列 时 取 到 的 最 大 值 ,而 S* 是 Mi- 
an-Chowla 序列 的 元 素 的 倒数 之 和 ,那么 MSS* >2.156. 但 是 
Levine 注意 到 如 果 £, = n (n 1) 2,354 ER M< 2)1A(t, +1) 
< 2.374 ,他 问 : 是 否 有 M= S^? 张 振 祥 指出 有 S" <2.1596 以 
及 M >2.1597, 从 而 推翻 了 上 述 结 论 . 在 Mian-Chowla 序列 中 用 
229 代替 该 序列 的 下 面 一 项 204 ,然后 继续 用 贪 焚 算 法 ,就 可 以 得 
到 上 面 最 后 那个 结果 . 

4 a1< as<… 是 一 个 无 穷 整数 序列 ,其 中 所 有 的 三 数 和 ai + 
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a; + a, 都 不 相同 . Erdos 悬赏 500 美元 给 能 对 他 的 一 个 早期 的 猜 
想 lima, /n? = co 给 出 证 明 或 者 推翻 此 猜想 的 人 . 
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E29. 所 有 的 和 与 积 都 在 该 序列 分 成 的 
两 个 类 之 一 的 序列 


把 整数 分 化 成 两 个 类 . 是 否 总 有 一 个 序列 | ai} ,使 得 所 有 的 
和 ea; 和 所 有 的 乘积 [|as (其 中 e; 是 0 或 1, 且 和 与 乘积 中 
各 只 有 有 限 多 个 数 不 是 0) 都 在 同一 个 类 中 呢 ? Hindman 对 Erdós 
的 这 个 问题 给 出 了 否定 的 回答 . 

是 否 存在 一 个 序列 a1 < as<…, 使 所 有 的 和 a; +a; 与 所 有 
的 乘积 ciai 都 在 同一 个 类 中 呢 ? Graham 证 明了 :如 果 我 们 把 整数 
[1,252] 分 化 成 两 个 类 , 则 有 4 个 不 同 的 数 zy, ct y 和 <zy 全 都 
在 同一 个 类 中 . 此 外 ,252 还 是 最 好 可 能 的 了 . Hindman 证 明了 : 
如 果 把 整数 [2,990] 分 划 成 两 个 类 ,那么 有 一 个 类 必 包 含 4 个 不 同 
的 数 x,y x+y May. 对 之 3 的 整数 没有 对 应 的 结果 . 
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Hindman 还 证 明了 :如果 我 们 把 整数 分 化 成 两 个 类 , 则 总 存在 
一 个 无 穷 序列 1a;| ,使 所 有 的 和 a; + a;( 允 许 取 i=j) 都 在 同一 个 
类 中 . 另 一 方面 ,他 找到 了 分 化 成 3 个 类 的 一 种 分 解法 ,其 中 不 存 
在 这 样 的 无 穷 序列 . 
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E30. MacMahon 的 度量 素数 


MacMahon 的 “度量 素数 ” 
1,2,4,5,8,10,14,15,16,21,22,25, 
26,28,33,34,35,36,38,40,42,--- 
是 通过 将 序列 中 前 面 所 有 的 两 个 或 多 个 相连 的 元 素 之 和 剔除 以 后 
而 生成 的 . 
如 果 m, 是 该 序列 中 第 n 个 数 , M, 是 前 个 元 素 之 和 , 则 
George Andrew 猜想 
é m,~ n(Inn)AnInn ? 
和 
é M, ~ n°(Inn)An(Inn)? ? 
他 还 提出 了 下 述 的 可 能 更 容易 一 些 的 问题 :证 明 对 某 个 A<2 有 
limn 5m, =0; 证 明 有 limm, /n = co; 证 明 对 每 个 z Am, <p,» 
这 里 p, 是 第 ”个 素数 . 
Jeff Lagarias 建议 只 剔除 前 面 两 个 或 3 个 相 邻 的 项 的 和 ,他 
问 :产生 的 序列 
1,2,4,5,8,10,12,14,15,16,19,20,21,24,25,27,28,32,33, 
.293 + 


34,37,38,40,42,43,44,46,47,48,51,53,54,56,57,58,59, 
61,... 


的 密度 是 否 为 号 ? Don Coppersmith 有 一 个 更 有 说 服 力 的 推理 , 它 


倾向 于 否定 的 答案 . 
更 为 一 般 地 ,如 果 155a, X a2 X 7 X a, n 是 一 个 序列 ,其 中 
没有 一 个 元 素 a 能 是 该 序列 中 前 面 若干 个 相连 的 元 素 之 和 ,那么 


Pomerance 发 现 —— ES at3 iF JUG Róbert Freud 证 明了 maxk 
219,. 他 们 与 Erdes 注意 到 : DIRUTA TUEBENR 
某 两 个 连续 项 的 和 , 也 会 有 max& < «2 $n. Coppersmith 和 Phillips 
已 经 证 明了 max>53 n - O(1) ,并 将 上 界 降 低 到 


maxk < (3 一 ee +O(Inn), 其 中 e = ve 
Erdós [A] : bi iupra 0? 看 来 似乎 有 


LY 2 


a<r 
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E31. Hofstadter 的 3 个 序列 


Douglas Hofstadter 定义 了 3 个 令 人 感 兴趣 的 序列 . 
(a)a; =a, 71,34 n>3 fi an= an-a ,+an-a。,: 这 个 序列 
的 一 般 性 状 如 何 ? 
1,1,2,3,3,4,5,5,6,6,6,8,8,8,10,9,10,11,11, 
12,12,12,12,16,14,14,16,16,16,16,20,17,17, 
有 无 穷 多 个 整数 7,13,15,18,… 不 在 这 个 序列 中 吗 ? 
(b)b, =1,62=2,%t n3, bn 是 大 于 b,-1 且 能 表 为 该 序列 中 
两 个 或 多 个 相连 的 项 之 和 的 最 小 整数 ,从 而 有 
1,2,3,5,6,8,10,11,14,16,17,18,19,21,22,24,25,29, 
30,32,33,34,35,37,40,41,43,45,46,47,49,51, 
33 MacMahon 的 度量 素数 的 一 种 对 偶 (E30). 此 序列 是 如 何 增 
长 的 呢 ? 
(c) c1=2,c2=3, 又 当 cl c, 定义 好 以 后 ,作出 所 有 可 能 
的 表达 式 
ccj - (1i jn) ,并 将 它们 补充 到 序列 中 : 
2,3,5,9,14,17,26,27,33,41,44,50,51,53,65,69,77, 
80,81,84,87,98,99,101,105,122,125,129, ，… 
这 个 结果 包含 几乎 所 有 的 整数 吗 ? 
Conway 给 出 过 一 个 与 这 3 个 序列 中 的 第 一 个 类 似 的 序列 : 
1,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,7,8,8,8,8,9,.…, 
对 n 之 3, 它 定义 为 
a(n) = a(a(n -1)) * a(n - a(n -1)). 
一 些 困 难 的 问题 已 经 在 Mallows 的 一 篇 引人入胜 的 论文 中 给 出 了 
解答 . Zeitlin 得 到 了 一 些 人 恒等式 . Conway 的 序列 的 一 个 变形 是 定 
义 
b(n) = b(b(n-1)) + b(n -1- b(n -1)), 
不 过 这 涉及 到 上 面 那个 由 6b(n -1) =n 一 a(n) 定 义 的 序列 . 但 是 
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如 果 我 们 记 

c(n) = c(c(n -2)) + c(n — c(n -2)), 
那么 其 增长 就 变 得 很 不 规则 了 ,我 们 甚至 不 清楚 c(n)/n BBA 
极限 . 
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E32. 由 贪 焚 算 法 形成 的 B 序列 


Dickson 的 一 个 老 问题 仍 未 获得 解决 . 给 定 一 组 k 个 整数 al 
LaL Xa, , XÍ nk, ÆN a,+1 是 大 于 a, 且 不 是 形 如 ai + àj 
(1, n d] REC. 除了 在 序列 开头 预先 指定 的 一 段 元 素 外 ， 
这 些 数 是 由 贪 禁 算 法 得 出 的 无 和 序列 (与 C9, C14, E10 以 及 E28 
比较 ). 

由 差 cv+1- a, 组 成 的 序列 最 终 会 成 为 周期 序列 吗 ? 

这 样 的 序列 在 出 现 周 期 性 之 前 可 能 要 经 过 很 长 时 间 . 例如 ， 
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即便 对 =2, 如 果 我 们 取 ai= 1,az=6, 序 列 即 为 
1,6,8,10,13,15,17,22,24,29,31,33,36, 
38,40,45,47,52,54,56,59,61,63,68,.…, 

如 果 有 人 没有 立即 辨认 出 它 的 类 型 ,这 是 可 以 原谅 的 . 试 从 集合 

11,4,9,16,25| 出 发 ,在 经 过 82 个 不 规则 的 差 之 后 , 它 才 有 长 为 

224 的 周期 . 

Queneau( 见 CA 的 参考 文献 ) 考 虑 了 用 i jn RE i,j Sn 
而 得 到 的 类 似 的 问题 . 猜想 这 样 的 0- 加 性 序列 (0-additive se- 
quence) 最 终 会 变 成 有 周期 性 的 差 . Steven Finch 计算 了 该 序列 的 
1500000 项 , 它 的 头 6 个 项 由 i3,4,6,9,10,17} 给 出 ,他 没有 发 现 
其 差 序 列 最 终 会 变 成 周期 序列 的 任何 迹象 . 

Selmer 告诉 我 说 , Dickson 的 问题 是 Stohr 序列 (St5hr se- 
quence) “4 h =2 时 的 特例 : 令 ay =1, 8 n>k 定义 a,+1 是 大 于 an 
且 不 能 表 为 a1,a2,…, a 中 至 多 h 个 加 数 之 和 的 最 小 整数 . 与 
C12 中 的 h- 基 比较 . 在 绝 大 多 数 情形 , 差 a, ,1 一 a, 组 成 的 序列 最 
终 都 成 为 周期 序列 ,但 也 有 一 些 情形 ,其 差 组 成 的 序列 并 未 发 现 有 
周期 性 . 

参考 文献 
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E33. 不 包含 单调 算术 级 数 的 序列 


Erdós 和 Graham 称 一 个 序列 |a;|} 有 一 个 长 为 的 单调 的 
(monotone) 算 术 级 数 , 如 果 存 在 下 标 ii< e< i, WETA 
a; (1j ) 或 者 是 一 个 递增 的 算术 级 数 ,或 者 是 一 个 递减 的 算 
术 级 数 . 如 果 M (n ) 是 [1,z] 的 没有 3 项 单调 算术 级 数 的 排列 的 
个 数 , 则 Davis 和 其 他 人 证 明了 

M(n)22"!, M(Qn-1)<(n!)?, 
M(2n) < (n+ 1)(n!)?. 
他 们 问 : MG EBAR? 

Davis 和 其 他 人 还 证 明了 :( 所 有 ) 正 整数 的 任何 排列 都 必定 包 
含 一 个 递增 的 3 项 算术 级 数 ,然而 有 这 样 的 排列 存在 , 它 没有 单调 
的 5 项 算术 级 数 . 还 不 知道 是 否 总 有 单调 的 4 项 算术 级 数 出 现 . 

如 果 正 整数 被 表示 为 一 个 双 无 穷 的 序列 ,那么 必定 仍然 会 出 
现 一 个 单调 的 3 项 算术 级 数 ,但 是 4 项 的 算术 级 数 有 可 能 不 出 现 . 

如 果 所 有 整数 都 被 排列 起 来 , 则 Tom Odda 证 明了 :在 排列 成 
单 无 穷 的 情形 ,不 一 定 有 7 项 的 算术 级 数 出 现 , 但 是 除 此 而 外 所 知 
其 少 . 


参考 文献 


J. A. Davis, R. C. Entringer, R. L. Graham & G. J. Simmons, On permutations 
containing no long arithmetic progressions, Acta Arith., 34(1977) 81-90; MR 
58 #10705. 

Tom Odda, Solution to Problem E2440, Amer. Math. Monthly, 82(1975) 74. 


E34. € 福 数 


Reg Allenby 的 女儿 就 读 于 英国 的 学 校 , 回 家 时 她 把 幸福 数 
(happy number) 这 一 概念 带 了 回来 . 如 果 你 重复 对 一 个 数 的 十 进 
位 数字 求 平方 和 这 一 程序 , 则 易 见 要 么 你 得 到 圈 
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4-> 16 > 37 — 58 — 89 — 145 — 42 +204, 
要 么 你 得 到 1. 在 后 一 情形 ,你 是 从 一 个 幸福 数 开始 的 . 前 一 百 个 
幸福 数 是 
1 7 10 13 19 23 28 31 32 44 49 68 70 79 82 86 91 94 97 100 
103 109 129 130 133 139 167 176 188 190 192 193 203 208 219 226 230 236 239 262 
263 280 291 293 301 302 310 313 319 320 326 329 331 338 356 362 365 367 368 376 
379 383 386 391 392 397 404 409 440 446 464 469 478 487 490 406 536 556 563 565 
566 608 617 622 623 632 635 637 638 644 649 653 655 656 665 671 673 680 683 694 


看 起 来 所 有 的 数 中 大 约 有 177 的 数 是 幸福 数 ,但 是 对 这 种 数 的 密 
度 的 界 , 可 以 证 明 什么 呢 ? 可 以 得 到 多 少 个 连续 的 幸福 数 呢 ? 可 
以 有 任意 多 个 连续 的 幸福 数 吗 ? 第 一 对 连续 幸福 数 是 31,32; 第 
一 组 连续 的 3 个 幸福 数 是 1880,1881,1882 ,一 组 连续 的 5 个 幸福 
数 的 例子 是 44488,44489 , 44490 ,44491,44492. 请 用 所 给 幸福 数 
组 中 元 素 的 大 小 给 出 这 种 连续 的 幸福 数 的 个 数 的 界 . 幸福 数组 成 
的 序列 中 相 邻 两 数 间 的 间隙 能 有 多 大 ? 我 们 可 以 定义 一 个 幸福 数 
的 高 度 (height) 是 到 达 1 所 需 做 的 迭代 的 次 数 . 例如 高 度 最 小 的 
几 个 幸福 数 是 ; 
BE 0 1 2 3 4 5 6 
数 1 10 13 23 19 7 356. 

78999 是 高 度 为 7 的 最 小 的 幸福 数 吗 ? 请 给 出 高 度 为 h 的 最 
小 的 幸福 数 的 大 小 的 界 . 

如 果 用 立方 代替 平方 ,那么 至 少 基数 为 10 的 情形 是 我 们 所 掌 
担 的 ,这 是 根据 如 下 事实 :完全 立方 数 必 同 余 于 0 3X + Imod 9. 对 
应 的 数 (1,10,100,112,121,211,778,…) 的 密度 可 以 是 0. 模 3 余 
0 的 数 收敛 于 153 82 3 R 2 的 数 收敛 于 371 或 407, 故 而 只 限于 关 
注 模 3 余 1 的 数 即 可 . 这 样 的 数 或 者 收敛 于 370 ,或 者 收敛 于 3- 
图 (55,250,133) 或 (160,217,352) 中 的 一 个 数 ,或 者 收敛 于 2- P 
(919,1459) 或 (136,244) 中 的 一 个 数 ,或 者 偶而 也 恰好 收敛 于 1. 
上 述 每 一 情形 各 占 多 大 比例 ? 

对 更 高 次 的 寡 结 论 如 何 呢 ? 对 于 不 同 的 基数 结论 又 如 何 ? 
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参考 文献 
Henry Ernest Dudeney, 536 Puzzles & Curious Problems (edited Martin Gard- 
ner), Scribner's, New York, 1967, Problem 143, pp. 43, 258-259. 


Joseph S. Madachy, Mathematics on Vacation, Scribner’s, New York, 1966, 
pp. 163-165. 


E35. Kimberling 洗 牌 


Clark Kimberling 考虑 了 数 的 阵列 : 


12 34 56 7 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 
2 3] 4 56 7 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
42 6/7. 8 10 IL 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
6 2 7 [4 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
8 7 9 2 {10} 6 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
6291 13 8 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 


13 12 8 9 14 11 |15| 2 16 6 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
2 11 1614 6 9 17 18 12 19 13 20 21 22 23 24 25 26 
18 17 12 9 19 6 13 14 [2o] 16 21 11 22 2 23 24 25 26 27 


表 中 每 一 行 是 在 上 一 行 用 方 框 标 出 (并 去 掉 ) 位 于 主 对 角 线 上 的 那 
个 元 素 , 然 后 记 下 这 个 方 框 后 面 的 第 一 个 数 ,再 记 下 这 个 方 框 前 面 
的 第 一 个 数 ,再 记 下 这 个 方 框 后 面 的 第 二 个 数 ,再 记 下 这 个 方 框 前 
面 的 第 二 个 数 ,如 此 下 去 ,直到 把 原来 所 有 的 数 都 写 完 为 止 ,然后 
再 继续 对 所 有 剩 下 的 数 (仍然 按照 数字 的 大 小 顺序 ). 是 否 最 后 每 


一 个 数 都 会 被 去 掉 呢 ? 
诸 数 12345678 9 10 
在 下 面 各 行 被 去 掉 1 252 43226 8 10 5 
诸 数 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 


在 下 面 各 行 被 去 掉 32 83 44 14 7 66 169 11 49595 9 


诸 数 40 68 106 147 

在 下 面 各 行 被 去 掉 93167 181393 270186 8765242 

诸 数 242 322 502 669 

在 下 面 各 行 被 去 掉 16509502 38293016 118850522 653494691 

按照 另 一 种 从 方 框 的 右边 和 左边 的 记 数 法 ,我 们 可 以 改 为 先 
从 方 框 左边 第 一 个 数 开始 ,这 样 得 到 阵列 


12 3 4 5 6 7 8 9 10 H 12 13 14 15 16 17 18 19 
2 [3} 4 5 6 7 8.9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
2.4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 
4 6 2 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
28 6 9 [4 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 
9 10 6 11 8 [12] 2 13 1 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
8 2 11 13 6 14 10| 15 9 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 


14 15 6 9 13 16 11 [7] 2 18 8 19 20 21 22 23 24 25 26 
11 2 16 18 13 8 9 19 |6 20 15 21 14 22 23 24 25 26 27 


它 展示 出 一 种 类 似 的 无 序 性 状 . 

在 每 一 个 数 的 阵列 中 都 有 少量 的 图 案 :观察 马 沿 公 差 为 3 的 
算术 级 数 的 移动 . 例如 ,在 原来 的 阵列 中 ,对 每 个 y20, 3 n + 3y 
在 第 x +y 行 的 位 置 2y+1 上 ,其 中 对 每 个 :之 0, 分 别 当 

T=3.2 -1, 4-2'-1, 5.2:-1 
时 有 
n=9.2:-3t-7, n=12.2:-3:-8, 
n —15-2' - 31 - 9. 

因此 在 第 2z -1=2y+1 行 , 数 n 3y BKM. 也 即 对 t= - 1, 
0,1，…… 分 别 在 第 6.2:- 3 行 第 8.2:-3 行 以 及 第 10.2:-3 行 , 数 
n=18+2'-3¢—13,24°2'- 3t - 14 以 及 30-2! -3t - 15 相继 被 
去 掉 . 
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Clark Kimberling, Problem 1615, Cruz Mathematicorum, 17#2(Feb 1991) 44. 


E36. Klarner-Rado 序列 


序列 

1,2,4,5,8,9,10,14,15,16,17 ,18,20,26,27,28,29,30,32, 
33,34,36, 40 , 44 , 47, 50, 51 , 52, 53 , 54, 56 , 57 , 58, 60,62, 63,64, 
66,68,72, 80,83, 86, 87, 88, 89, 92,93,94,98,99, 100,101, 102, 
104,105, 106,108, 110,111,112,114,116,120,122,123,124,126, 
128,132,134, 136,-°- 
是 包含 1 且 只 要 它 包 含 z ,就 必 也 包含 2z,3z+2 和 6z+3 的 最 
薄 的 序列 . 这 个 序列 有 正 密度 吗 ? 

在 论文 
David A. Klarner & Richard Rado, Arithmetic properties of certain 

recursively defined sets, Pacific J. Math., 53 (1974) 445- 

463. 
中 也 问 到 几 个 这 种 类 型 的 问题 . 在 数学 评论 (MR 50 #9784) E 
说 到 :其 后 的 一 篇 论文 (论文 题目 是 “Sets generated by a linear op- 
eration”, 同一 杂志 , 待 发 表 ) 解 决 了 这 篇 论文 中 的 许多 猜想 . 那 篇 
论文 发 表 了 吗 ? 也 请 参看 以 下 的 文献 . 


参考 文献 


David A. Klarner & Richard Rado, Linear combinations of sets of consecutive 
integers, Amer. Math. Monthly, 80(1973) 985-989. 

David A. Klarner & Karel Post, Some fascinating integer sequences, Discrete 
Math., 106/107(1992) 303-309; MR 93i:11031. 
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E37. & BR K BF 


Cayley 引进 了 他 称 之 为 老鼠 陷阱 (mousetrap) 的 一 个 排列 问 
题 , 它 大 致 以 扑克 牌 游戏 Treize 为 基础 . 假设 将 诸 数 1,2,…,n 写 
在 牌 上 ,每 张 牌 上 写 一 个 数 . 经 过 洗 牌 (排列 ) 之 后 ,开始 从 上 向 下 
给 这 副 牌 点 数 . 如 果 牌 上 的 数 不 等 于 点 的 数 ,就 把 这 张 牌 放 到 最 
后 去 ,再 继续 点 数 . 如 果 某 张 牌 的 两 个 数 相等 ,就 把 这 张 牌 拿 掉 ， 
并 再 从 1 开始 点 数 . 如 果 所 有 的 牌 都 被 拿 掉 了 ,你 就 赢 了 ;但 是 如 
果 点 数 点 到 n+ 1 ,你 就 输 了 . Cayley 提出 两 个 问题 : 

1. 对 每 个 n, 求 出 1,2,…,n 的 所 有 能 取胜 的 排列 . 

2. 对 每 个 n, 求 出 对 每 个 i(1 志 i 二) 恰好 能 去 掉 i 张 牌 的 那 
种 排列 的 个 数 . 

第 三 个 问题 是 在 我 们 的 研究 中 提出 来 的 . 考虑 一 个 把 每 个 数 
都 能 去 掉 的 排列 . 把 这 些 数 按照 它们 被 去 掉 的 顺序 所 作成 的 一 列 
数 又 是 一 个 排列 . 用 这 种 方法 得 到 的 这 又 一 个 排列 称 为 重新 编队 
(reformed) 排 列 . 

3. 刻画 重新 编队 排列 的 特征 . 

排列 4213 是 一 个 取胜 排列 , 它 给 出 排列 2134; 接 下 去 它 又 给 
出 重新 编队 排列 3214, 这 不 再 是 一 个 取胜 的 排列 . 

4. 对 给 定 的 n ,重新 编队 排列 的 最 长 的 序列 是 什么 ? 

5. 有 任意 长 的 序列 吗 ? 除了 

1—1--1—1- 和 12 一 12 一 12 一 12… 

以 外 ,还 有 别 的 圈 吗 ? 

模 老 鼠 陷阱 (modular mousetrap). 我 们 可 以 改 为 对 n,n 41, 
… 点 数 来 玩 老鼠 陷阱 游戏 ,我 们 可 以 再 从 …,n,1,2,… 开 始 ,现在 
至 少 有 许多 牌 被 去 掉 了 . 事实 上 ,如果 n 是 一 个 素数 ,那么 或 者 原 
来 的 牌 是 一 个 重 排 ,或 者 所 有 的 牌 都 被 去 掉 了 ,因此 每 个 序列 都 成 
了 图, 或 者 终止 于 一 个 重 排 . SHED 123…n 总 是 做 成 一 个 1- 
图 ,现在 也 有 非 平 凡 的 圈 的 例子 了 . 
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6. 对 每 个 IER I- BOR? 产生 出 一 个 大 图 的 最 小 的 n 是 多 
少 ? 


参考 文献 
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E38. 4 FF 列 


称 一 个 由 个 0 和 1 组 成 的 序列 a1,…, a,| 是 奇 的 (odd)， 
MR n DA aas 中 的 每 一 个 都 是 奇数 (4=0,1,…,n = 1). 


例如 ,1101 是 奇 序列 . Pelikan 猜想 :如 果 n 宇 5, 则 没有 奇数 列 . 但 
是 Peter Alles 证 明了 有 无 穷 多 个 奇数 列 :如 果 o 是 一 个 长 为 n 的 
奇 序列 ,x 和 z 分 别 是 有 nn 一 1 个 0 以 及 有 3n 一 2 个 0 的 序列 , 那 
么 oxozo 和 ozoxo 都 是 长 为 7n 一 3 的 奇 序列 . 对 于 

n= 1 4 12 16 24 25 36 37 40 45 

他 找到 12 2 8 2 4 2 16 2 16 
个 奇 序列 ,而 且 在 «50 以 内 不 再 有 其 他 的 奇 序列 了 . 例如 ， 
101011100011 以 及 它 的 倒序 所 得 的 序列 皆 是 奇 序列 . 他 问 : ( 奇 
序列 的 ) 长 度 n 是否 总 是 模 4 余 0 或 余 1 的? 当 存 在 奇 序列 时 , 它 
的 个 数 是 否 总 是 2 BET 
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F. 不 在 上 述 各 章 中 的 其 他 问题 


在 由 若干 杂 题 组 成 的 这 一 章 中 , 头 几 个 问题 是 关于 格 点 (lat- 
tice point) 的 . 所 谓 格 点 即 有 整数 坐标 的 点 , 它们 大 多 是 二 维 的 问 
题 ,但 有 一 些 也 可 以 表 为 高 维 的 形式 . 下 面 是 一 些 有 趣 的 书 . 
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J. W. S. Cassels, Introduction to the Geometry of Numbers, Springer-Verlag, New 
York, 1972. 

L. Fejes Tóth, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und in Raum, Springer- 
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J. Hammer, Unsolved Problems Concerning Lattice Points, Pitman, 1977. 

O.-H. Keller, Geometrie der Zahlen, Enzyklopedia der Math. Wissenschaften 12, 
B. G. Teubner, Leipzig, 1954. 

C. G. Lekkerkerker, Geometry of Numbers, Bibliotheca Mathematica 8, Walters- 
Noordhoff, Groningen; North-Holland, Amsterdam, 1969. 

C. A. Rogers, Packing and Covering, Cambridge Univ. Press, 1964. 


F1. Gauss 格 点 问题 


一 个 非常 困难 的 未 解决 的 问题 是 Gauss 问题 (Gauss prob- 
lem) :中 心 在 原点 ,半径 为 > 的 圆 的 内 部 有 多 少 个 格 点 ? 如 果 答 案 
是 xr? + h(r), BBA Hardy 和 Landau WEHT A (7) fid o(r!? 
(Inr)! ^). 人 们 猜想 有 h (7) = O(r!?**). Iwaniec 和 Mozzochi 
证 明了 A(r)=O(r74+e), 而 最 好 已 知 的 结果 是 Huxley 得 到 的 
h(r)=O( 78" 8), 

在 三 维 空间 里 我 们 可 以 对 球 和 正四 面体 提出 类 似 的 问题 . 对 
F22 中 的 直 四 面体 ,请 看 Lehmer 的 论文 ,也 见 许 以 敬 (XuYijing) 
HERH (Stephen Yau S. -T. ) 的 论文 ,但 是 他 们 对 Overhangen 
有 关 任意 凸 体 的 上 界 所 给 出 的 反例 是 不 正确 的 . 
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F2. 有 不 同 距离 的 格 点 


能 选取 到 使 得 (和) 个 相互 距离 全 不 相同 的 格 点 (zx,y),1<z， 
VIn BAB RETA? 容易 看 出 有 <n. 对 mn<7 这 个 界 
可 以 达到 ,例如 对 w=7 有 点 (1,1),(1,2), (2,3), (3,7),(4,1)， 
(6,6) 和 (7,7), 但 这 并 非 对 任意 大 的 n 的 值 都 对 . Erdos 和 Guy 
证 明了 

123- € k € cn/(Inn)!^, 
A 
i k< en?? (Inn)? 2 
八 们 还 可 以 求 “浸润 的 (saturated)" 构 形 , 它 包含 个 数 最 少 的 
能 哆 定 .下 同 距离 的 点 ,但 是 只 要 再 加 和 一 个 格 点 就 会 使 其 中 某 一 
个 距离 重复 出 现 . Erdas 注意 到 这 至 少 需要 n MA. 在 一 
维 的 情形 ,他 未 能 对 O(m1?) 作 出 改进 ,并 怀疑 O(n1215) 是 否 是 


最 好 可 能 的 结果 . 
. 307 + 


参考 文献 


P. Erdős & R. K. Guy, Distinct distances between lattice points, Elem. Math., 
25(1970) 121-123; MR 43 #7406. 


F3. 无 四 点 共 圆 的 格 点 


Erdós 和 Purdy 问 :可 以 从 n? 个 格 点 (z,y),1 和 rz,y 委 ”中 
选取 多 少 个 格 点 ,使 得 其 中 没有 四 点 共 圆 ? 易 证 可 以 选 到 n?3 * 
个 ,但 是 有 可 能 会 得 到 更 多 这 样 的 点 . 

使 得 我 们 可 以 从 中 选取 1 个 格 点 ,这 些 点 决定 的 () 条 直线 
能 包含 所 有 这 n 个 格 点 的 最 小 的 t+ 是 什么 ?不 难 证 明 :> en?^, 
而 Noga Alon 则 对 任意 维 数 d 的 问题 得 到 界 


ont D/Qq-1) < t(n,d) x Ca dD /A2d-DInn. 


参考 文献 


Noga Alon, Economical coverings of sets of lattice points, Geom. Funct. Anal, 
1(1991) 224-230; MR 92g:52017. 


F4. 任意 三 点 丝 不 共 线 的 格 点 问题 


2n 个 格 点 (z,y)(1I 生 xz,y 委 2) 可 否 选 取得 使 之 没有 任何 三 
点 共 线 ? 对 2« n «32 以 及 对 若干 个 大 偶数 ,这 已 经 做 到 了 . 


Guy 和 Kelly 给 出 四 个 猜想 : 
1. 不 存在 具有 和 抢 形 对 称 而 没有 完全 的 正方 形 对 称 的 构 形 . 
2. 仅 有 的 具有 完全 的 正方 形 对 称 的 构 形 是 图 17 中 所 ,的 构 


JÉ. n =10 的 构 形 首先 由 Acland-Hood 得 到 . 对 ”和 60, 这 一 猜想 


已 由 Flammenkamp 作 了 验证 . 
3. 对 足够 大 的 ,开始 所 提问 题 的 答案 是 “不 ”, 也 即 该 问题 
仅 有 有 限 多 个 解 . 相应 构 形 的 总 数 (不 计 反射 和 旋转 ) 是 ; 
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n 23456 7 8 9 10 1 12 1 
# 11451 22 57 51 156 158 566 499 
对 于 大 的 ”的 值 , 人 们 已 对 具有 特殊 对 称 的 构 形 进行 了 计数 ， 


OO 
4 xem 
Bi TE NE © 
-00- NEST OR MO, 
(ONO) (ORRIO) © eo 6 9 $9 e ew ew 5$ © 
OO O-.0 OB m dE d © 
*-ocg- . © OR 
ORG os ce SS 全 
Q... Oes’ 
OO ，， 


图 17 2n 个 格 点 ,无 三 点 共 线 ,n=2,4,10. 


4. 对 大 的 ,我 们 可 以 选取 至 多 (c + e) n 个 格 点 ,使 无 三 点 
共 线 ,其 中 303 = 20, HB c1.85. 

在 相反 的 方向 上 ,Erdis 证 明了 :如 果 n 是 素数 , 则 能 够 选取 
nn 个 点 ,使 无 三 点 共 线 ,而 Hall, Jackson, Sudbery 和 Wild 证 明了 : 


对 大 的 mn, 可 以 找到 (3 -e Je 个 这 样 的 点 . 
T. Thiele 修改 了 Erdss 的 结构 , 从 而 证 明了 :可 以 找到 
( tee Jn 个 无 三 点 共 线 .无 四 点 共 圆 的 点 . 


无 三 点 共 线 问题 是 Heibronn 的 一 个 老 问题 的 离散 类 似 . 把 
n( 之 3) 个 点 放 在 一 个 单位 面积 的 圆 盘 (或 正方 形 , 或 等 边 三 角形 ) 
中 ,使 每 三 个 点 形成 的 三 角形 的 最 小 面积 取 到 最 大 值 . 如 果 用 
A(n ) 记 该 最 大 面积 , 则 Heibronn 原来 猜想 有 A(z)< c/n? ,但 是 
Komlós, Pintz 和 Szemerédi 通过 证 明 A(n) > (Inn) /n? 而 推翻 了 
这 一 猜想 . Roth 证 明了 有 A(n)<<1/n(In lnz)12;Schmidt 将 它 
BUH A(n)K1/n (Inn)! ; tii Roth 后 来 又 进一步 改进 为 A(z ) 
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«1/n"^* x BREA) p = 2-245 >1.1055, BREA p = 


(17 - /65)/821.1172. 

在 单位 正方 形 中 给 定 3n FA (OJÓ2) ,它们 以 很 多 种 方式 决 
定 个 三 角形 . 选 定 一 种 分 划 , 使 面积 之 和 最 小 ,用 a* (n) iX 
个 最 小 和 的 最 大 值 (最 大 值 取 过 38 个 点 的 所 有 构 形 ). 那么 
Odlyzko 和 Stolarsky 证 明了 & ^ !2«a* (n)«n !7^. 如 果 要 求 
IB n 个 三 角形 面积 不 相交 ,我 们 甚至 还 不 知道 它们 的 面积 之 和 是 
否 趋向 于 0. 
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F5. 二 次 剩余 ;Schur 猜想 


素数 p 的 二 次 剩余 (quadratic residue) 是 使 同 余 式 r= 


xz?modp 有 解 的 非 零 整数 r， 在 区 间 [1, 1] 中 有 二 (p 一 1) 个 二 
次 剩余 ,如 果 p 是 形 如 4k + 1 的 素数 , 则 二 次 剩余 是 对 称 分 布 的 . 
如 果 p=4k 一 1, 则 在 区 间 [1,2k -1] 中 比 在 [2& ,4k 一 2] 中 有 更 多 
的 二 次 剩余 ,但 是 所 有 已 知 的 证 明 都 用 到 Dirichlet 的 类 数 公式 . 
对 此 是 否 有 一 个 初等 证 明 呢 ? 

对 前 面 一 些 d 的 值 ,容易 记 住 哪些 素数 以 d 作为 它 的 二 次 剩 


余 : 
d=-1,p=4k+1, 
d =-2,p = 8k + 1,3, d=2,p=8k +1, 
d=-3,p=6k +1, d=3,p = 12k +1, 
d =-5,p = 20k + 1,3,7,9, =5,p = 10k +1, 


d =-6,p = 24k +1,5,7,11, d =6,p = 24k +1,5. 


HEO E 


然而 ,这 恰好 是 强 小 数 法 则 的 一 个 例子 :在 这 些小 的 情形 , 二 次 剩 
余 恰好 是 那些 在 前 一 半 中 的 剩余 类 ,或 者 是 在 这 个 剩余 系 的 位 于 
两 端 处 的 那 四 分 之 一 剩余 类 中 ,这 要 按照 d 的 符号 而 定 . Legen- 
dre 符号 (Legendre symbol) [s ) 常 用 来 表示 一 个 5 p 互 素 的 数 a 
( 即 al DRZE. 它 的 值 是 土 1, 按照 a 是 或 不 是 p 的 二 次 


剩余 而 定 . 例如 ,| -7 ) = 二 按照 pH=4k+1 而 定 . 这 个 符号 的 


重要 性 质 是 :如 果 a=cmodp MA (2) = (5) Gauss 著名 的 二 
次 互 倒 律 (quadratic reciprocity law) 是 说 :对 奇 素数 p 和 g 有 


(£)- (2). p 和 g 两 者 都 是 模 4 余 -1 的 素数 ,在 此 情形 


afe) =- s ) .这 些 结论 可 以 用 来 对 相当 大 的 数 的 二 次 待 征 做 
快速 计算 . 例如 


(ait)=(ins)> (558) 7 (77a) (053) 
e (8) (Ble 
事实 上 有 173254 mod 211. 
Legendre 符号 的 一 个 有 用 的 推广 是 Jacobi 符号 (Jacobi Sym- 


bol) [有 ) , 它 是 对 e 上 6 和 任何 正 奇数 4 由 Legendre 符号 的 乘积 


a 
In (7) 
来 定义 的 ,这 里 6 = [T p Jo 的 素 因 子 分 解 ( 按 重 数 计算 ). 它 与 
Legendre 符 号 有 类 似 的 性 质 ,但 要 注意 :如 果 5 不 是 素数 ,那么 
(£)- +1 R-RE a 是 6 的 二 次 剩余 


WR R( 或 N) 是 一 个 奇 素数 模 p 的 连续 的 二 次 剩余 (或 连续 

的 二 次 非 剩余 ) 的 最 大 个 数 ,那么 A. Brauer 证 明了 :对 p=3mod4 

di R- NX/ p. 另 一 方面 ,如 果 p=13, 则 N=4>V13, 因 为 5， 
53912 * 


6,7,8 全 都 是 13 的 非 剩 余 . Schur 猜想 :如 果 p 足够 大 , 则 N< 
vp. Hudson 证 明了 Schur 的 猜想 ,此 外 ,他 相信 p = 13 是 仅 有 的 
例外 ， 
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F6. 二 次 剩余 的 类 型 


何 种 类 型 的 二 次 剩余 必定 会 出 现 ? 容易 看 出 总 会 有 一 对 相 邻 
的 二 次 剩余 出 现 ,这 是 因为 2,5 和 10 中 至 少 有 一 个 是 二 次 剩余 ， 
因此 (1,2),(4,5) 或 (9,10) 就 是 这 样 一 对 相 邻 的 二 次 剩余 . 同样 
地 ,(1,3),(2,4) 或 (4,6) 中 至 少 有 一 对 是 相差 为 2 的 二 次 剩余 ; 
(1,4) 是 一 对 相差 为 3 的 二 次 剩余 ;(1,5),(4,8),(6,10) 或 (12， 
16) 中 至 少 有 一 对 是 相差 为 4 的 二 次 剩余 ;如 此 等 等 . 

设 r,r+a,r+p 中 每 个 数 都 是 模 p 的 二 次 剩余 . Emma 
Lehmer 问 :对 什么 样 的 数 对 (a ,5), 对 所 有 充分 大 的 p 都 有 这 样 
的 三 数组 出 现 , 这 三 个 数 都 是 p 的 二 次 剩余 呢 ? 用 Q(a ,65) 来 表 
示 满 足 如 下 条 件 的 最 小 整数 :对 所 有 p> pla, b), EHRE r< 
Q(a ,0) 之 内 有 这 样 的 三 数组 出 现 ;又 当 不 存在 这 样 一 个 有 限 的 数 
时 ,就 记 Q(a ,5) = oo. 例如 ,Emma Lehmer WH T Q(1,2)= o», 
更 一 般 地 还 证 明了 :如 果 (a,65) 三 (1,2)mod 3, KAMA (a, b)= 
(1,3),(2,3), 2,4) mod 5, 或 者 如 果 (a,5) 三 (1,5), (2,3),(4,6) 
mod7, 则 有 Q(a, b) = oo. 在 所 有 其 他 情形 Qa, b) REAR 
码 ? Emma Lehmer 猜想 :如 果 a Mo 是 平方 数 ,那么 Ua, b) EA 
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限 的 . 当然 ,如 果 a 和 6 都 比 一 个 平方 数 少 1, 那 么 有 A a,b)=1. 
作为 例子 ,让 我 们 来 看 为 何 有 Q(5,23) = 16. 如 果 三 数组 (1,6， 
24) 和 和 (4,9,27) 并 不 全 是 二 次 剩余 ,那么 6 和 3 也 不 是 ,而 2 YH 
HR. 如 果 三 数组 (2,7,25) 和 (13,18,36) 并 不 全 是 剩余 ,那么 7 
Al 13 必 为 非 剩余 . 在 这 些 情况 下 ,对 1<r<15,(r,r+5,r+23) 
不 一 定 全 是 剩余 ,但 当 r = 16 时 ,(16,21,39) 是 剩余 . 

表 9 包含 了 相信 是 Q(a,5) 的 (最 小 ) 值 . 它们 对 除了 已 经 提 
到 的 情形 之 外 的 所 有 情形 ,都 对 猜想 的 Q(a ,5) 的 有 限 性 提供 了 
有 说 服 力 的 证 据 . 可 否 用 a Mo 50a ,2) 的 上 界 呢 ? 

关于 四 个 二 次 剩余 +,r ta,rtbrt+c 的 类 型 有 何 种 结论 ? 
当然 ,如 果 由 其 中 3 个 剩余 类 组 成 的 全 部 4 个 子 类 型 中 有 任何 一 
个 不 能 保证 出 现 的 话 , 那 么 这 种 类 型 的 4 个 剩余 类 也 不 一 定 会 出 
现 . 我 们 只 需要 检查 (a 0,0) 7 (2,5,6),(1,6,7),(1,4,9), (5, 
6,9),(1,6,10),(1,7,10),…, 其 中 Qla, b), 0(2, c), (5, c) f 
Q(b -ac-a) 中 的 每 一 个 都 已 知 是 有 限 的 . Q(a ,b,c) 的 某 些 对 
应 的 值 是 Q(1,4,9)=357,Q(1,4,15) = 675, 当 然 还 有 0(3,8,15) 
=1. 

虽然 有 0(1,6) 224,0(1,7) = 38,0(5,6) =49,0(6,7) =57, 
但 是 似乎 有 0(1,6,7) = oo. 事实 上 ,适合 (oa,b,c,d)= (1,6,7, 
10) 的 类 型 7,r +a,r+6b,r+c,r+d 是 这 样 一 种 类 型 , 它 使 得 5 
个 由 4 个 数组 成 的 子 类 型 的 每 一 个 都 有 0(1,6,7) = 0(1,6,10) 
=Q(1,7,10)= 0(5,6,9) 2 0(6,7,10) — oo. 

习惯 上 定义 &- UCRE EL (k-th power residue) dé fi zt = 
rmodp 有 解 的 数 -, 它 仅 对 适合 & 整除 p — 1 的 那 种 素数 有 解 . 同 
样 地 我 们 注意 到 :每 一 个 大 于 10 的 素数 都 有 一 对 不 超过 数 对 (9， 
10) 的 连续 的 二 次 剩余 . Hildebrand 证 明了 :对 每 个 存在 一 个 固 
定 的 界 A(&,2) ,使 得 每 个 充分 大 的 素数 都 有 一 对 不 超过 这 个 界限 
的 连续 的 上 KERR. 而 对 3 个 连续 的 2 次 剩余 或 4 次 剩余 等 
等 ,都 不 存在 这 样 的 界 , 其 论据 在 于 让 形 如 3k + 1 MRAM AA 
余 , 而 让 形 如 3k +2 的 素数 成 为 非 剩 余 . 类 似 地 , 取 2 作为 剩余 ， 
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而 让 所 需要 的 那么 多 个 奇 素数 成 为 非 剩 余 , 则 不 存在 这 样 的 界 ,使 
得 对 任何 ,在 此 界限 之 内 会 有 4 个 连续 的 & RAL, 这 
就 使 得 对 奇数 仅 剩 下 3 个 连续 次 短 剩 余 的 问题 没有 解决 . k 
=3 的 情形 是 由 D. H. Lehmer, Emma Lehmer, Mills 和 Selfridge 
解决 的 . 
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F7. 与 Pell 方程 类 似 的 三 次 方程 


Hugh Williams 发 现 ,如 果 p=3mod 4, 那 么 仅 当 同 余 式 w= 
2modp 有 解 ,也 即 | 二 ) = 1 时 ,方程 2- py? =2 有 整数 解 . 他 希 
望 对 pÆ + imod 9 的 情形 能 给 出 一 个 3 次 的 类 似 : 仅 当 w= 
3modp 可 解 时 ,方程 z?+ py? + p?29 - 3pzyz =3 可 解 . Barrucand 
和 Cohn 证 明了 这 对 p=2,5mod 9 HH. 对 p=4,7mod 9 是 否 为 
真 呢 ? 这 是 Barrucand 的 一 个 更 一 般 的 猜想 的 特殊 情形 . 如 果 猜 
想 为 真 , 它 对 于 化 简 3 KRA (7p) 的 基本 单位 (正则 子 ) 的 计算 
会 有 用 处 . 
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F8. 差 为 二 次 剩余 的 二 次 剩余 


Gary Ebert 要 我 们 求 出 最 大 的 一 组 二 次 剩余 -mod 加 (给 定 
P= imod 4) ,使 得 对 所 有 数 对 (i j)or -x 都 是 二 次 剩余 . 


F9. 原 — dm 


素数 p 的 一 个 原 根 g(primitive root) 是 一 个 使 g^, gt 

=1 的 剩余 类 全 不 相同 的 数 . 例如 ,5 是 23 的 原 根 ,因为 
5, $=2,5=10, 4, - 3,8, -6, - 7,11,9, - 1, 

-5, -2, -10, -4,3,-8,6,7, - 14, - 9,1 
对 模 23 都 属于 不 同 的 剩余 类 . 

Artin 有 一 个 著名 的 猜想 :对 每 一 个 整数 pA - 1g 不 是 平方 
数 ) ,存在 无 穷 多 个 素数 p 以 g 作为 原 根 . Hooley 在 广义 Riemann 
猜想 为 真 的 条 件 下 证 明了 这 一 猜想 , Gupta 和 Murty 无 条 件 地 证 
明了 它 对 无 穷 多 个 g 成 立 . Heath-Brown 证 明了 如 下 惊人 的 定 
理 : 除 了 至 多 两 个 例外 的 素数 pi, po 之 外 ,对 每 个 素数 p APTE 
穷 多 个 素数 q 以 p 为 其 原 根 . 例如 ,存在 无 穷 多 个 素数 q 以 2,3， 
5 中 至 少 一 个 作为 它 的 原 根 . 

Erd5s 问 :如 果 p 足够 大 ,是 否 总 有 一 个 素数 q<p, 使 9 是 p 
的 一 个 原 根 ? 

给 定 一 个 素数 p >3,Brizolis 问 :是 否 总 有 p 的 一 个 原 根 g 以 
BrO<x< p) GH r=g modp? RUE, g 可 以 被 选取 得 满 
足 0<g<p 和 g | (p—1)037 
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Vegh 问 : 对 所 有 素数 户 >61 ,是 否 每 个 整数 都 可 以 表 为 p 的 
两 个 原 根 之 差 ? W. Narkiewicz 注意 到 :对 p> 109 AREFE 
的 ,因而 从 理论 上 讲 ,这 个 问题 可 以 用 计算 机 来 给 出 解答 . 

如 果 p 和 g =4p? + 1 两 者 都 是 素数 ,Gloria Gagola 问 : 对 所 有 
p>3,3 是 否 都 是 q 的 原 根 ? p= 193 是 否 是 使 得 2 不 是 9 的 原 
根 的 惟一 的 奇 素数 ? p= 653 是 否 是 使 得 5 既 不 是 q 的 二 次 剩余 
又 不 是 它 的 原 根 的 惟一 的 素数 ? 存在 一 个 数 ( 它 可 能 是 p 的 一 个 
函数 ,例如 像 2p -1 这样) 总 是 q 的 一 个 原 根 吗 ? 

D. H. Lehmer 和 Emma Lehmer 验证 了 :对 所 有 形 如 n? + 
108 的 素数 p « 2-105,6 都 是 它 的 原 根 . ( 译 者 注 :这 句 话 有 误 . 
Wieb Bosma 发 现 , 对 n = 83,6 不 是 p= n?+ 108 的 原 根 ;John L. 
Drost 也 发 现 ,6 是 6997 的 11 KERR, 6 不 是 以 下 诸 数 的 原 根 : 
225733= 475? + 108, 237277 = 487 + 108, 261229 = 511? + 108, 
366133 = 605? + 108,…) l 
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F10. 2" 的 剩余 


Graham 问 到 2" 关于 模 n 的 剩余 . 2" 1modn 没有 适合 n> 
1 的 解 . 只 要 ”是 一 个 以 2 为 底 的 伪 素 数 ( 见 Al2) 或 是 一 个 素 
数 ,就 有 2^ =2modn. D. H. Lehmer 和 Emma Lehmer 证 明了 2” 
=3modn 的 最 小 解 是 nx = 4700063497 = 19-47+5263229. 4R, n 
必须 是 合 数 , 且 不 被 2 或 3 整除 . 事实 上 ,Makowski( 见 BS 处 的 
参考 文献) 注意 到 ,如 果 (Z) s (7. } 有 相反 的 符号 , 即 如 果 p= 
24k £7 8 E10 MA ”就 不 被 户 整 除 . 

Rotkiewicz( 与 A12 比较 ) 注 意 到 ,如 果 m 满足 2"=3modm , 
WA n=2"-1 $2" 2=1modn 的 一 个 解 . 

Benkoski [8] : 2" —4modn 是 否 有 一 个 解 , 当 这 个 解 用 十 进 制 
写 出 时 ,最 末 的 那个 数字 不 是 7? 当 n=1 或 3mod10 时 张 明 志 
(Zhang Ming-Zhi) 给 出 了 解 , 他 问 在 n=9mod10 时 是 否 有 解 . 

Victor Meally 报告 说 :对 n =3* A 2"= - lmodn , X} n =2, 
6,66,946,… 有 2"= - 2modn. Schinzel 发 现 :存在 无 穷 多 个 n 使 
2725 - 2modn 成 立 这 一 结论 的 证 明 是 在 Sierpiński 的 Elementary 
Theory of Numbers(《 初 等 数论 》) 一 书 英文 版 第 二 版 (1987 年 ) 
p.235 的 习题 4 的 注解 中 给 出 的 . 
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F11. 阶乘 的 剩余 之 分 布 


11, 21, 3!, =, (p-1)!, pl modp 的 分 布 如 何 ? KAA 
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ple 个 剩余 类 没有 被 表示 出 来 . 对 前 面 一 些 p, 它 们 没有 表 出 的 
剩余 类 是 : 
六 =2 或 3, 没 有 未 表 出 的 剩余 类 . 
p=5,{-2}. p=7,1-2,-3}. 
p=ll,{-2, £3, +4}. 
p=13,| -3,4, - 5l. 
p=17,14,5, -6, -7,- 8l. 
p=19,{3,-5,-6, +7, +8}. 
p=23,|-3,-4,-6,-7, - 8,10]. 
p=29,| -2, -4,7, -8, -9, - 10, - 11, - 12,13, - 14}. 
b 731,153,4,8, +10,11,12,13,14}. 
p=37, 13,4, £55, -9,10,11, — 14, +15, - 18]. 

不 到 最 后 两 个 素数 ,我们 或 许 都 会 被 引导 到 猜想 :未 表 出 的 剩 
余 类 中 负 的 剩余 类 的 个 数 至 少 和 正 的 一 样 多 . 每 一 种 情形 都 有 无 
穷 多 个 例子 吗 ? p=23 的 惊人 之 处 在 于 : 仅 有 的 重复 的 剩余 类 是 
tl. 

为 了 回答 Erdss 的 一 个 问题 , Rokowska 和 Schinzel 证 明了 :如 
121,31, 7, (p71)! 代表 的 剩余 类 都 不 相同 ,那么 未 表 出 的 


剩余 类 必 为 23! 所 在 的 剩余 类 以 及 p=5mod 8 所 在 的 类 ,而 
在 5<p<1000 中 不 存在 这 样 的 p. 
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F12. 数 与 其 逆 元 常 有 相反 的 奇偶 性 吗 ? 


对 每 个 z(0<z< 力 ) ,用 xzz1modp fl0« z € p KREME, 
这 里 p 是 一 个 奇 素数 . ON, 表示 使 + 和 x 有 相反 的 奇偶 性 的 那 
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种 情形 的 个 数 . 例如 ,对 p = 13. (zz) = (1,1), (2,7), (3,9), 
(4,10), (5,8), (6,11), (12,12), AMA Ne =6. D. H. Lehmer 
要 求 我 们 求 出 No ,或 者 至 少 得 到 一 些 非 平凡 的 结果 . 按照 p= 
Imod4 分 别 有 N,=2 或 0mod 4. 

b 3571 1 10 1 2329 3137 41 43 42 53 59 6 
N, 020 4 6 10 4 12 18 4 14 18 20 16 3 32 3 


F13. 覆盖 同 余 系 


一 个 同 余 系 a;modn; (1 委 ;i 委 4) 称 为 是 一 个 覆盖 系 (covering 
system) ,如 果 每 个 整数 y 对 至 少 一 个 i 的 值 满 足 y 三 a;modn;. fil 
如 ,0mod 2,0mod 3,1mod 4,5mod 6,7mod 12. 如 果 c=n1< n< 
7 ny ABA Erdos 悬赏 500 美元 给 能 证 明 或 否定 “对 任意 大 的 c 
有 禾 盖 同 余 系 存在 ”这 一 结论 者 .Davenport 和 Erdés 以 及 Fried 
对 c=3 找 到 了 覆盖 同 余 系 ;Swift 对 c=6 找到 了 覆盖 同 余 系 ;Sel- 
fridge Xf c — 8 找到 了 覆盖 同 余 系 ;Churchhouse 对 c = 10 找到 了 
覆盖 同 余 系 ;Selfridge 对 c = 14 找到 了 覆盖 同 余 系 ;Krukenberg 对 
c= 18 找到 了 覆盖 同 余 系 ;而 Choi 则 对 c = 20 找到 了 覆盖 同 余 
系 . 

Erdós 悬赏 25 美元 给 证 明 下 述 结论 者 :对 所 有 大 于 1 的 不 同 
的 奇数 模 n; ,不 存在 覆盖 同 余 系 ;而 Selfridge 悬赏 900 美元 给 提 
供 这 样 一 个 同 余 系 的 具体 例子 的 人 . Berger，Felzenbaum 和 
Fraenkel 证 明了 :这 样 一 个 同 余 系 的 模 的 最 小 公 倍数 必 至 少 有 6 
个 素 因 子 . 更 一 般 地 ,“ 奇 的 ”可 以 换 成 “不 被 前 ~ 个 素数 整除 的 ”， 
Simpson 和 Zeilberger 证 明了 :如 果 这 些 模 都 是 奇 的 , 且 无 平方 因 
子 , 那 么 它们 的 最 小 公 倍数 至 少 要 有 18 个 素 因 子 . 

Jim Jordan 对 能 给 出 有 关 Gauss 整数 的 类 似 问 题 (A15) 的 解 
答 者 提供 了 与 上 面 提 到 的 悬赏 金额 相当 的 奖金 . 

Erdós 注意 到 ,利用 210 的 真 因 子 可 以 对 所 有 大 于 1 的 不 同 的 
无 平方 因子 模 n; 得 到 一 个 覆盖 同 余 系 : 


agai 


a 000 10 1 1 2 2 23 4 5 S9 104 
n 23 56 7 10 14 15 21 30 35 42 70 105 
Krukenberg 用 到 2 和 大 于 3 的 无 平方 因子 数 . Selfridge 问 : 是 否 
能 代替 c= 2 而 对 c 宇 3 得 到 这 样 一 个 覆盖 同 余 系 ? 他 注意 到 : 诸 
n; 不 能 全 是 有 至 多 2 个 素 因 子 的 无 平方 因子 数 ,但 是 上 面 的 例子 
表明 ,并 不 需要 多 于 三 个 素 因子 . 

对 一 个 有 不 同 模 的 覆盖 系 来 说 ,证 明 S/n > 1 是 不 困难 
的 ,但 也 并 非 是 无 聊 之 举 . 如 果 n = 3 或 4 的 话 ,此 和 可 以 任意 接 
HE 1. Selfridge 和 Erdós 猜想 有 0] 1/n; > 1+ co ,其 中 cu 与 加 
一 起 趋向 无 穷 . 

Schinzel 要 求 一 个 覆盖 系 ,其 中 没有 哪个 模 能 整除 其 他 的 模 . 
如 果 不 存在 有 奇数 模 的 覆盖 系 的 话 , 则 这 样 的 覆盖 系 也 不 存在 . 

Simpson 称 一 个 覆盖 系 是 无 完 的 (irredundant)， 如 果 从 中 去 
掉 一 个 同 余 类 后 它 不 再 覆盖 整数 . 他 证 明了 :如 果 这 样 一 个 同 余 
系 所 有 模 的 最 小 公 倍数 是 [好 ,那么 该 同 余 系 至 少 包含 1 + 
Mai - 1) MARK. 

Erdós 猜想 :所 有 形 如 d*2*+ 1(k=1,2,…) 的 不 包含 素数 的 
序列 都 可 以 从 获 盖 同 余 系 得 到 ,这 里 d 是 固定 的 奇数 (例子 请 见 
B21). 等 价 地 说 ,这 样 一 个 序列 的 元 素 的 最 小 素 因子 是 无 界 的 . 
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F14. 精确 覆盖 同 余 系 


如 果 一 个 同 余 系 既是 覆盖 同 余 系 ,又 是 不 相交 的 (每 个 整数 恰 
好 只 被 一 个 同 余 类 所 覆盖 ) , 它 就 称 为 是 一 个 精确 覆盖 同 余 系 (ex- 
act covering system). 一 个 同 余 系 是 精确 覆盖 同 余 系 的 必要 而 非 


充分 的 条 件 是 :对 所 有 i,j 有 2 = LUE; nj) 21,3 RE 
的 记号 如 同 F13 中 第 一 句 所 定义 的 那样 . 有 一 个 各 种 说 法 都 归功 
F Davenport, Mirsky, Newman, Radol 的 子 集合 的 定理 是 说 :如 
果 有 一 组 不 同 的 大 于 1 的 数 的 集合 是 同 余 式 的 模 ,那么 或 者 有 一 
个 数 , 它 不 在 任何 一 个 同 余 类 之 中 ;或 者 有 一 个 数 , 它 在 其 中 不 止 
一 个 同 余 类 之 中 . 它 的 巧妙 的 证 明 用 到 了 母 函 数 和 单位 根 . 此 
后 ,由 Berger, Felzenbaum 和 Fraenkel, 以 及 Simpson 给 出 了 组 合 
证 明 . 
正如 在 第 一 版 中 所 叙述 的 ,Znam 注意 到 (n1,n2,…, ni)>1 
并 不 是 必要 条 件 ,正如 例子 0(mod 6) ,1(mod 10),2(mod 15) 以 及 
3,4,5,7,8,9,10,13,14,15,16,19,20,22,23,25,26,27,28,29 
e 


(mod 30) 所 表示 出 的 那样 . 他 进一步 证 明了 :如 果 p 是 ni 的 最 小 
素 因子 ,那么 n= n= = npe 由 此 他 就 证 明了 Mycielski 
的 一 个 猜想 . 他 还 猜想 :如 果 只 有 一 对 相等 的 模 ,那么 所 有 的 模 都 
形 如 2*38, 但 是 后 来 他 以 及 Burshtein 和 Schénheim, 还 有 Joel 
Spencer 每 个 人 都 给 出 了 此 猜想 的 反例 ,比如 
0,1 2,7 3,8 13,28 4,9 14,34 19,39 59,119 
md 5 10 15 3 20 4 60 — DO. 

Stein 证 明了 :如 果 只 有 单独 一 对 相等 的 模 , 而 其 余 的 模 都 不 
相同 ,那么 n; 2 2/(1 i —1), n, 72*7!. 类 似 地 ,Znam 证 明 
了 :如 果 有 3 个 相等 的 模 ,其 余 的 模 都 不 相同 ,那么 n; — 2 UiS 
k-3),n,-537 n, -1 =n, —3:2* 2. Beebee 将 Stein 的 结果 作 了 推 
广 ,他 证 明了 :一 个 覆盖 同 余 系 仅 当 

sinzz = 一 224] sin 7 (a; ecd) 
成 立时 才 是 精确 覆盖 同 余 系 . 

Simpson 推广 了 Burshtein 和 Schénheim 的 工作 ,他 证 明了 :如 
RRB pi X py «X p, 是 整除 一 个 精确 覆盖 同 余 系 的 模 的 那些 
素数 ,在 该 同 余 系 中 没有 哪个 模 能 出 现 多 于 N 次 ,那么 

5 & NII se 

最 主要 的 问题 是 刻画 精确 覆盖 同 余 系 的 特征 . 

Porubsky 问 :是 否 有 一 个 “m 次 精确 覆盖 同 余 系 ”, 它 不 是 m 
个 精确 覆盖 同 余 系 的 并 集 ? 更 为 一 般 地 , 称 这 样 一 个 同 余 系 S 是 
可 约 的 (reducible) ,如 果 存 在 一 个 分 化 S = S, U S:, 使 得 对 某 个 
L(0 LX m), S, 和 Ss 恰好 分 别 是 1 次 和 xm — | 次 的 精确 覆盖 同 
余 系 ;又 称 这 样 一 个 同 余 系 S BAG AB (irreducible) ,如 果 不 存 
在 这 样 一 个 分 化 . 张 明 志 (Zhang Ming-Zhi) 对 Porubsky 的 问题 给 
出 了 肯定 的 回答 ,他 证 明了 :对 每 个 m >1, 存 在 一 个 不 可 约 的 m 
次 精确 覆盖 同 余 系 . 对 m = 2 此 结论 已 被 S. L. G. Choi 
(Keszthely, 1973) ll Zeilberger 所 证 明 ,例如 : 

nis 


1(2);0(3) ;2(6) 0,4,6,8(10); 
1,2,4,7,10,13(15);5,11,12,22,23,29(30). 

可 能 存在 所 有 的 模 都 不 相同 的 无 限 不 相交 的 精确 覆盖 同 余 
A. 如 果 该 同 余 系 所 有 模 的 倒数 之 和 等 于 1, 则 对 模 {2,2?,23,…| 
以 及 对 一 组 形 如 2737 的 模 存在 这 样 的 同 余 系 . Fraenkel 和 Simp- 
son 猜想 这 些 是 仅 有 的 存在 无 限 精确 覆盖 同 余 系 的 情形 . Lewis 证 
明了 : 仅 有 的 可 能 的 例外 是 有 一 组 无 穷 多 个 素数 整除 它们 的 模 的 
情形 . 

可 以 对 Beatty 序列 (E27) 的 覆盖 同 余 系 提出 问题 . Graham 证 
明了 :如 果 

Lma;+ jl; mEZ;1<i<Ek 

是 这 样 一 个 同 余 系 (&>2), 且 至 少 有 一 个 a; 是 无 理 数 ,那么 必 有 
某 两 个 w 相等 . 但 如 果 所 有 的 a; 都 是 有 理 数 ,这 未 必 成 立 , 这 是 
因为 


d E 
| 2 Lag (aic) 


m yi 
是 精确 覆盖 同 余 系 ， Fraenkel 狂想: 仅 有 的 有 不 同 的 a; 的 这 种 同 
余 系 必 有 这 种 形式 . 
它们 与 伪 完 全 数 (B2) 以 及 埃及 分 数 (D11) 有 联系 . 
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F15. R. L. Graham 的 一 个 问题 


Szegedy 由 于 对 下 述 问题 给 出 了 (肯定 的 ) 解 答 而 赢得 了 Gra- 
ham 提供 的 奖金 :0<ai<az<…<an BBA max; ;a;/ (a; aj) 
Zen? 他 的 证 明和 Zaharescu 的 证 明 都 是 对 充分 大 的 n 来 做 的 . 
Cheng Yuanyou 和 Pomerance 给 出 一 个 明确 的 界 10275 ,但 仍然 还 


有 相当 的 空隙 需要 填补 . 
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F16. 整除 n B/N ABCA 


Erdós EX A(n,k)® [T zz ,这 里 的 乘积 取 过 小 于 且 满 
Kp ln 的 素数 p, 他 问 是 否 有 
max minA (n * dk) = o(£)? 
他 指出 不 难 证 明 它 等 于 O). 对 每 个 c 和 充分 大 的 是否 有 
min maxA (n +i,k) >k? 
RBA 
> dom ij > clnk? 


F17. 5j £ 函数 有 关 的 级 数 


Alf van der Poorten 在 和 其 他 人 证 明 


1< 1 _ f3 . 08V 17x4 
224 On = [20(1n2 sn 4) ao = Ha 


as 


` 
D 
R 
a 
— 


的 一 个 证 明 . 
已 知 
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以 及 
21] 5$ (D 
f= 25]-3X me) 
Gosper 发 现 了 一 些 惊人 的 恒等式 ,其 中 包括 
D041 g) 


5 4(2k 一 De(2) 
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F18. 一 个 集合 的 元 素 的 和 与 积 组 成 的 集合 之 大 小 


如 果 21,225,772, 是 2 个 数 (不 一 定 是 整数 ) ,它们 两 两 的 和 
与 两 两 的 积 组 成 的 集合 有 多 大 ? BAA 
à llata} U laal] >n ? 
Erdós 和 Szemerédi 证 明了 :这 个 集合 的 基数 大 于 n! S Bi 
F n?exp( 一 czlnz /in Inn). 
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F19. 将 数 分 成 有 最 大 乘积 的 不 同 素数 之 和 


在 第 一 版 里 我 们 问 道 : 如 果 ”很 大 , 且 用 任何 可 能 的 方式 写 
成 形式 n=at+b+c(0<a<b<c), AA IRE abc 都 不 相 
同 ? 但 是 Leech 发 现 D16 对 此 作 了 否定 的 回答 . 也 见 Kelly 的 论 
X. 代替 乘积 , 改 为 考虑 让 最 小 公 倍 数 取 最 大 值 这 一 类 似 的 问题 ， 
则 由 Drago 从 算法 上 对 此 进行 了 研究 . 

J. Riddell 和 H. Taylor 问 :在 把 n 分 成 不 同 素数 之 和 的 分 化 
之 中 ,使 各 部 分 的 乘积 有 最 大 值 的 那个 分 化 是 否 一 定 是 使 分 化 出 
的 各 部 分 的 个 数 最 多 的 那个 分 化 ? 但 Selfridge 对 此 给 出 了 否定 


的 回答 ,他 给 出 例子 
319 =2+3+5+7+ 11+ 13 +17 + 23 


+ 29+ 31 + 37 + 41 +47 + 53 
=3 +5 +11 +13 +17 + 19 + 23 +29 
+31 +37 +41 +43 +47, 
而 本 例 中 是 分 化 成 的 部 分 的 个 数 较 少 的 那个 分 化 给 出 了 最 大 可 能 
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的 乘积 . 这 是 否 是 最 小 的 反例 ”两 个 集合 的 基数 之 差 能 否 任意 
大 ? 
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F20. 连 分 数 


数 z 可 以 表示 成 连 分 数 (continued fraction) 


为 方便 打印 , 它 常 写成 

bi b b3.. 

aı +t a2+t a3 * 

当 分 子 b; 全 都 是 1 时 , 称 之 为 简单 连 分 数 (simple continued frac- 
tion) , 它 可 以 写成 


x= agt 


z= [ao:a1,42.a3, 77]. 
简单 连 分 数 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 ,但 是 当 z 为 有 理 数 
时 它 是 有 限 的 . 在 此 情形 它 有 两 种 可 能 的 形式 ,在 其 中 一 种 形式 
里 它 最 后 一 个 部 分 商 (partial quotient) a, 等 于 1: 


7 _10; = (0; 
16 = [0;2,3,2] = [0;2,3,1,1]. 


Zaremba 猜想 :给 定 任何 整数 m > 1, 必 存在 一 个 整数 a,0<a< 
m ,a | m ,使 得 a/m 的 简单 连 分 数 [0; a1,…,ai] 满 足 a; BOSE 
1 过; 过), 这 里 B 是 一 个 小 的 绝对 常数 (比方 说 B=5). 他 只 能 
证 明 有 w 委 Clnm . 
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F21. 所 有 部 分 商 缘 为 1 2 的 连 分 数 


并 非 每 个 整数 都 可 以 表 为 这 样 的 两 个 正 整数 之 和 =a+ 
b. a/b 的 连 分 数 的 所 有 的 部 分 商都 是 1 或 2. 对 11,17 和 19 
我 们 有 


4 [0; S iò 
$ = [0;1,1,21], $ = [0:2,2,2], 


T Rigs 
12 = [0;1,1,2,2], 


但 是 23 不 能 如 此 表示 . 不 过 Leo Moser 猜想 存在 一 个 常数 c, 使 
得 每 个 ”都 可 以 这 样 来 表示 : 它 的 部 分 商 之 和 >) a; < clnn. 

Bohuslav Divis 要 求 给 出 下 述 结论 一 个 证 明 : 在 任何 实 二 次 域 
中 ,总 有 一 个 无 理 数 的 连 分 数 展开 式 的 所 有 部 分 商都 是 1 或 2. 他 
还 对 用 任 一 对 不 同 的 正 整 数 代替 1 和 2 的 情形 提出 了 同样 的 问 
题 . 


F22. 部 分 商 无 界 的 代数 数 


是 否 存在 次 数 大 于 2 的 代数 数 , 它 的 连 分 数 有 无 界 的 部 分 商 ? 
每 个 这 样 的 数 都 有 无 界 的 部 分 商 吗 ? Ulam 特别 问 到 数 &/( E + 
y) XE y - 1/0 y). 
Littlewood 注意 到 ,如 果 0 的 连 分 数 有 无 界 的 部 分 商 a, ,那么 
lim infn |sinnð | SA (8), HEF A(9) 不 是 0( 尽 管 对 几乎 所 有 的 0 
而 言 这 是 对 的 ). 他 还 问 是 否 对 所 有 实 的 8 和 #$ 都 有 
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lim infn | sinn@sinné | = 0? 
对 几乎 所 有 6 和 而 言 这 个 结果 是 对 
的 .Cassels 和 Swinnerton-Dyer 处 理 了 
一 个 对 偶 的 问题 ,并 附带 证 明了 :9=214 
和 g= 4!3 没 有 给 出 反例 . Davenport 建 
MUTTER : 


比方 说 当 = ims 十 时 o 
| (x0 - y) (zxp-z) I< e * 
对 每 个 9 和 ?9 都 有 解 . 


图 18 直 四 面体 
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F23. 2 和 3 HZ WEAN 


Littlewood 的 书 中 的 问题 1 问 道 :与 2" 486,3" - 2" 能 有 多 
小 ? 他 给 出 一 个 例子 


12 
36 = 1+ 34398 ~ 1+ 75 
(D* fü E^ 的 比值 ). 
log3( 以 2 为 底 ) 的 连 分 数 ( 见 F20) 
igs ce E p dp d/ 
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于 是 Victor Meally 发 现 , 八 度 音程 可 以 被 分 成 12,41 或 53 个 区 
间 , 而 有 53 度 的 调 律 系统 属于 Nicolaus Mercator. 
Ellison 用 Gel’ fond-Baker 方 法 证 明了 
|27-3%|>2% 77 (对 之 之 27)5 
而 Tijdeman 由 此 证 明了 :存在 一 个 cz 使 有 |27 -3*| >27 [ze. 
Croft 对 n! —2” 提出 了 相应 的 问题 . 用 2 REX n! 所 给 


出 的 前 面 几 个 最 好 的 逼近 是 
5 20 22! 24! 6l! 63! 90! 
27 261 Qn” 2? 2278 2299 2559 


— 1.34 +0.13 -0.10 +0.046 +0.023 -0.0017 - 0.0007, 

其 中 第 三 行 是 关于 指数 的 百分比 误差. 

在 Benne de Weger 的 博士 学 位 论文 的 “附录 ”中 他 注意 到 ,如 
果 给 定 素数 pi. p, ,那么 必 存 在 一 个 可 有 效 计算 的 常数 C, E 
只 与 p; 有 关 , 使 得 对 所 有 满足 n! App ph On kik 有 

|n! — ph pr | > exp( Cn /Ann). 
猜想 此 式 的 右边 可 以 代 之 以 exp( Cnlnn), 对 此 有 一 些 实验 数据 
予以 支持 . 对 固定 的 m ,这 篇 博士 论文 的 方法 可 以 确定 
n!- pire phe =m 

的 所 有 解 . 

Erdós 相信 此 猜想 为 真 . 他 还 注意 到 , 仅 当 n=1,2,3,4,5 时 
Ain! =27+425. 
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F24. 恰 有 两 个 不 同 的 十 进位 数字 的 平方 数 


Sin Hitotumatu 要 求证 明 或 推翻 下 述 结论 :除了 10?" ,4.102” 
以 及 9.102" 之 外 , 仅 有 有 限 多 个 平方 数 恰 由 两 个 不 同 的 十 进位 数 
字 组 成 ,例如 382 = 1444,88? = 7744, 109? = 11881, 173? = 29929, 
2122 = 44944 ,235? = 55225 以 及 3114? = 9696996. 


F25. 数 的 持续 性 


在 序列 679,378,168,48,32,6 中 ,每 一 项 都 是 前 一 项 的 十 进 
位 数字 的 乘积 . Neil Sloane 把 按照 上 述 规则 将 一 个 数 变 成 一 个 个 
位 数 所 需 的 步 数 (在 上 例 中 是 5) 定 义 为 该 数 的 持续 性 (persis- 
tence). 持续 性 为 1,2,…,11 的 最 小 的 数 是 10,25,39,77,679， 
6788 , 68889 , 2677889 , 26888999 , 3778888999, 277777788888899. 
在 小 于 10% 的 数 中 没有 持续 性 大 于 11 的 数 . Sloane 猜想 :存在 一 
AP a ,使 得 没有 哪个 数 的 持续 性 能 大 于 d. 

在 以 2 为 基数 的 数 中 ( 即 写 成 二 进 制 数 一 一 译 者 注 ) , 数 的 持 
续 性 最 大 为 1. 在 以 3 为 基数 的 数 中 ( 即 写成 3 进 制 数 一 一 译 者 
TE) ,经 过 一 次 这 样 的 变换 得 到 的 第 二 项 要 么 是 0, 要 么 是 一 个 形 
如 2 FEW. 猜想 所 有 大 于 25 的 形 如 2 的 寡 的 数 在 写成 以 3 
为 基数 的 数 时 必 含 有 一 个 0. 这 对 直到 25% 的 数 都 是 对 的 . 这 一 猜 
想 如 果 为 真 ,就 会 蕴含 以 3 为 基数 的 数 的 最 大 的 持续 性 是 3. 

Sloane 的 一 般 的 猜想 是 :存在 一 个 数 d (0) ,在 以 b 为 基数 的 
数 中 , 数 的 持续 性 最 大 不 超过 d (b). 

Erdós 对 问题 作 了 修改 ,他 令 f(n) 是 ”的 非 0 的 十 进位 数字 
之 积 ,并 问 可 以 多 快 达到 一 位 数 ,又 问 对 什么 样 的 数 , 它 降 为 一 位 
数 的 速度 最 慢 ? 他 说 容易 证 明 f(n)<n!“, 因 此 变 为 一 位 数 最 
多 需要 cln Inn #. 
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F26. 仅 用 1 表示 数 


S /(n) 是 可 以 用 1 以 及 任意 多 个 + 号 和 Xx 号 (以 及 括号 ) 来 
表示 出 n 时 所 用 的 1 的 最 少 的 个 数 . 例如 
80 =(1+1+1+1+1)x(1+1+1+1)x(1+1+1+1), 
从 而 有 f(80)<13. 可 以 证 明 f(3*)=3k H 3logan  f(n) 
5logs n ,其 中 的 对 数 以 3 为 底 . f(n) 一 3logsn 成 立 吗 ? 

Daniel Rawsthorne WEH T : 4 n 形 如 2*34 上 且 不 大 于 3 时 有 
f(n)=2a+ 3b. 对 更 大 的 这 样 的 xn, 它 是 否 仍然 为 真 ? 

对 素数 p ,是 否 总 有 f(p)=1+ fp- DRA? 又 是 否 总 有 
fQp) 7 mini2 * f(p),1+ f(2p-1)}? 
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F27.Mahler 对 Farey 级 数 的 推广 
n 阶 Farey 级 数 (Farey series) 由 所 有 分 子 和 分 母 都 不 超过 n 


的 正 的 既 约 有 理 分 数 按 大 小 顺序 排列 组 成 . 例如 ,5 阶 Farey 级 数 
是 


1 11 
5.43 


323415435253 4 5 
5:3.4.5.1. 4 323 1.2/1 t 1: 


2 1 
52 
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R10 三 阶 推广 的 Farey 级 数 之 片段 


a b c 根 行列 式 
0 1 -1 1 

3 -1 -3 (1+ /37)/6 0 
3 -2 -2 AHA 1 
2 0 =3 4672 -1 
3 2.) -1 (3+V21)/6 1 
2 -1 -2 (1+ / 17/4 0 
1 1 z$ (13-172 sf 
2 -2 -1 (1+¥3)2 1 
3 -2 -3 (1+ 1073 0 
1 0 -2 2 -1 
3 = -2 (3+ /33)/6 1 
0 2 -3 32 


由 两 个 相 邻 的 分 数 的 分 子 和 分 母 构 成 的 行列 式 的 值 是 - 1. 
Mahler 把 序列 中 的 元 素 看 做 为 是 系数 的 最 大 公 因 子 为 1 且 系 数 
均 不 超过 n 的 线性 方程 的 正 实 根 ,由 此 他 得 到 向 二 次 方程 所 作 的 
下 述 推广 . 按照 根 的 大 小 顺序 列 出 二 次 方程 

ax? + bx * c = 0,a Z2 0,(a,b,c) = 1,6? >4ac, 
max{a,!b!,lcl}<n 

的 系数 (a,5,c), 此 方程 有 正 实 根 . 那么 由 任何 三 个 相连 的 行 中 
H a,b,c 作成 的 三 阶 行列 式 ( 见 F28) 似 乎 总 是 取 值 0 或 +1. 在 
本 书 第 一 版 中 , 表 10 在 n=2 的 情形 对 此 作 了 描述 ,其 中 头 一 组 
值 是 (0,1,0) ,而 最 后 一 组 值 是 (0,0,1) ,它们 分 别 与 根 0 和 co 相对 
应 ,正如 Farey 级 数 可 以 包含 项 人 和 十 一样 . 我 们 还 采用 了 Self- 
ridge 的 使 有 理 根 重复 的 建议 ,以 避免 无 意义 的 例外 . 现在 给 出 的 
X 10 EM n =3 时 推广 的 Farey 级 数 摘 选 来 的 . 表 中 最 后 一 列 是 
由 该 行 与 其 相 邻 两 行 作成 的 行列 式 的 值 . 

当 n<5 时 已 对 猜想 作 了 验证 ,但 是 堪培拉 的 Lambertus Hes- 
terman 对 n —7 发 现 了 反例 ,例如 


I 


a b c D: 行列 式 
2 -7 -7 (7+V105)/4 
1 -3 -6 (3+V733)2 -2 
1 -6 7 3442 
这 是 否 可 以 加 以 挽救 ”抑或 这 是 强 小 数 定律 的 另 一 个 例子 ? 
Lewis Low 证 明了 行列 式 的 绝对 值 不 能 超过 n. 这 个 界 是 否 能 大 
大 减 小 ? 
对 于 与 三 次 方程 有 关 的 四 阶 行列 式 又 能 有 什么 结论 呢 ? 
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H. Brown & K. Mahler, A generalization of Farey sequences: some exploration 
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F28. 值 为 1 的 行列 式 


三 阶 行列 式 (third order determinant) 
a, a2 43 
a4 ds dg 
a7 ag ag 
可 以 定义 为 al(asae — agag) — a» (a4a9 — aga7) + a3(agag — 
asaz). 


求 整数 ol ,az，……,a9, 它 们 不 取 0 或 二 1, 使 得 


" 
a, ar a3 ai aj a3 
a4 a5 àg|—-1- ai a ai - 
47 ag ag ai aĝ a3 


在 第 一 版 中 我 们 将 这 问题 归 因 于 Basil Gordon. Molnar 曾 问 
过 (他 只 要 求 ww 天 +1) 这 一 问题 , 且 不 限于 3 阶 行列 式 . 这 个 问题 
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给 出 一 个 拓扑 意义 ,请 参看 Hilton 的 论著 . 有 Morris Newman, 
Peter Montgomery，Harry Applegate，Francis Coghlan 以 及 Ken- 
neth Lau 等 人 给 出 的 解 ,其 中 有 一 些 是 对 阶 大 于 3 的 情形 ,包括 若 
干 参数 解 族 ,例如 

-8n -8n 2n+1 4n 

- 4n? — 4n ntl 2n+1 
—4n?-4n-1 n 2n-1 
Richard McIntosh 给 出 了 有 高 比例 的 Fibonacci 数 的 例子 


1167 2 5 610 5 13 

1698 3 8 1054 8 21. 

2866 5 13 [1665 13 34 

Rudolf Wytek 限于 考虑 大 于 1 的 整数 ,在 1987 年 的 最 后 儿 天 

里 用 计算 机 找到 了 
2::37.2/1124:3 15. 3 6 5 7 {8 7 10 7 R 
42 3):3 23 2 5 6 4 7||12n 7 4 2 7). 
967|9 5 71117 11 16/117 16 20 I" 15 16] [17 12 20 


其 中 第 二 个 早先 曾 被 Kenneth Lau 发 现 过 . 其 他 的 都 是 新 的 , 且 
都 不 是 任何 参数 解 的 特例 . 看 起 来 问题 的 解 要 比 一 开始 所 想象 的 
要 多 得 多 . 

对 任 给 的 k, 当 行 列 式 的 所 有 元 素 都 大 于 或 等 于 & 时 ， 
Danescu, Vajaitu 和 Zaharescu 对 任意 阶 的 行列 式 解 决 了 这 一 问 
题 . 

此 问题 可 以 推广 到 三 次 方 吗 ? 
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F29. 两 个 同 余 式 ,其 中 一 个 恒 可 解 


给 定 一 个 素数 p RPM f(x), g(x), BRAK f(x) 
=n, g(x)=nmodp 中 有 一 个 对 所 有 整数 ”可 解 . 一 个 平凡 的 例 
子 是 FLz)= x! g(x) = ax? SEP a 是 奇 素数 p HIKER 
(F5). Mordell 给 出 了 进一步 的 例子 f(x) =22 + drt, g(x) = 
x Adz? XE d 是 任何 与 p 互 素 的 整数 ,而 1/2 定义 为 z, 其 
中 zz 三 lmodp 


F30. 每 一 对 取 值 的 和 均 不 相同 的 多 项 式 


在 Dl 中 曾 说 到 过 尚 不 知道 有 as + 55 — c a? 的 非 平凡 的 
解 . 事实 上 ,zs 很 可 能 是 下 述 的 Erdss 的 一 个 未 解决 的 问题 的 解 
答 : 求 一 个 多 项 式 P(z) ,使 所 有 的 和 P(a) + PCo) SBA ABTA COSE 
a<b). 


F31. 一 个 不 寻常 的 数字 问题 


把 整数 用 基数 4 来 表示 , 即 用 数字 0,1,2 和 1( = - 1) 来 表 
AR. KL 是 一 个 整数 集合 , 它 能 以 这 种 方法 用 数字 0,1 和 1 表 出 ， 
但 是 不 用 2. 每 个 奇 整数 都 能 写成 L 中 两 个 元 素 的 商 吗 ? Loxton 
和 van der Poorten 证 明了 :给 定 一 个 奇数 &, 都 存在 一 个 乘 数 m, 
使 得 m 和 km 都 在 L 中 ,然而 他 们 并 不 知道 如 何 对 最 小 的 这 样 的 
m 来 加 以 估计 ,因而 在 这 个 意义 上 说 ,他 们 的 分 析 仍 然 是 非 有 效 
的 . 或 许 存在 一 个 绝对 常数 C ,使 得 总 有 小 于 |&1c 的 乘 数 存在 . 
要 求 大 的 乘 数 的 例子 有 有 &= 133=20114,m =333= 11111, 以 及 天 

a 


John Selfridge 和 Carole Lacampagne 问 : 是 否 每 个 k= 
+ Imod 3 都 可 以 表 为 两 个 只 用 到 数字 1 和 工 (不 用 数字 0) 表 示 的 
三 进 制 整数 之 商 ? 实验 数据 倾向 于 肯定 的 回答 . 如 果 人 允许 用 数字 
0 和 | ,但 不 许 用 数字 2, 那 么 什么 样 的 整数 可 以 写成 这 样 的 商 呢 ? 
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加 拿 大 卡尔 加 里 大 学 R.K. 盖 伊 教授 是 一 位 著名 数学 家 ,他 
所 写 的 《数论 中 未 解决 的 问题 (第 二 版 )) 是 一 本 脸 旬 人 口 的 书 , 书 
中 介绍 了 数论 中 许 许多 多 有 趣 的 问题 ,它们 的 历史 及 最 新 发 展 ,并 
且 附 有 详尽 的 文献 目录 . 无 论 是 对 数论 爱好 者 还 是 对 研究 数论 的 
专家 学 者 来 说 , 它 都 是 一 本 值得 一 读 的 好 书 . 本 书 英文 版 第 二 版 
出 版 于 1994 年 ,至 今 已 有 8 年 时 间 ,因而 书 中 的 许多 结果 又 有 了 
新 的 进展 . 承蒙 R.K. 盖 伊 将 多 年 来 世界 各 地 读者 寄 给 他 的 有 关 
本 书 中 问题 的 新 进展 的 材料 全 部 用 电子 邮件 转 寄 给 我 , 译 者 本 想 
乘 此 书 中 文 版 出 版 之 机 ,将 所 有 问题 的 最 新 进展 写成 附录 一 并 出 
版 ,但 由 于 这 些 材 料 非常 杂乱 ,数量 也 非常 多 ,需要 花费 大 量 的 时 
间 加 以 整理 ,核实 和 编写 ,这 决 非 是 在 短 时 间 内 可 以 完成 的 ,再 加 
上 出 版 方面 的 原因 ,这 一 愿望 此 次 未 能 实现 . 经 与 科学 出 版 社 协 
商 , 除 了 个 别 必须 的 改动 .删节 外 , 暂 定 按 原 书 英文 第 二 版 原貌 出 
版 ,其 他 的 补充 材料 只 有 待 以 后 适当 时 机 再 行 编辑 出 版 . 

在 本 书 翻译 过 程 中 ,得 到 原 书 作 者 R. K. 盖 伊 教 授 的 许多 帮 
助 ,化 解 了 书 中 的 许多 疑问 . 在 翻译 过 程 中 , 译 者 发 现 了 原 书 中 数 
十 处 错误 ,经 向 作者 请 教 都 得 到 确认 .R.K. 盖 伊 教授 还 向 我 指出 
了 某 些 应 该 修改 或 删除 的 地 方 . 所 有 这 些 发 现 的 错误 以 及 应 修改 
之 处 都 在 中 文 版 中 做 了 改正 . 此 外 ,还 有 多 位 数学 家 在 本 书 翻译 
过 程 中 对 译 者 提出 的 问题 给 出 了 解答 或 帮助 ,这 里 应 该 提 到 的 有 
Samul S. Wagstaff,Gove W. Effinger, Albert Wilansky, Stephen S. 
T. Yau( 丘成桐 ) 和 Kevin Ford 等 教授 . 对 上 述 提 到 的 所 有 各 位 ， 
PERE MRA RD RN. PRAT RE ABBE A BR 
译 过 程 中 给 予 的 帮助 . 感谢 中 国 国家 自然 科学 基金 委员 会 提供 的 
资助 (NSFC 10071001). 最 后 ,我 还 要 特别 感谢 我 的 夫人 盛 筱 平 
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女士 ,没有 她 的 关心 和 支持 ,我 是 不 可 能 在 这 么 短 的 时 间 内 完成 这 
项 并 不 轻松 的 任务 的 . 

最 后 要 提 及 的 是 , 译 者 本 想 把 书 中 提 到 的 所 有 中 国 数学 家 或 
华人 数学 家 的 中 文 名 字 都 查 到 ,并 附 在 他 们 的 英文 名 字 后 面 ,以 供 
读者 参考 . 但 由 于 种 种 原因 ,有 些 人 无 法 联系 上 ,因而 未 能 如 愿 ， 
VEUCACR TERRI AGE. 读者 对 本 书 有 任何 意见 及 建议 ,以 及 对 
书 中 涉及 的 问题 有 任何 新 的 发 现 或 进展 ,欢迎 来 函 或 来 电网 教 . 
来 信 请 寄 : 中 国 上 海 市 金山 区 华东 理工 大 学 金山 校区 (邮编 
201512) ,电子 邮件 地 址 : xpsheng@ jstel. net 或 mingyaozhang @ 


yahoo. com. cn. 
KRHA 
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